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3. Correspondances de Galois

3.1. Notion de correspondance de Galois

Définition. Pour tous ensembles ordonnés E, F', 'ensemble des correspondances de Galois décroissantesfi
entre E et F (resp. croissantes de E vers F') se définit (notant F'~ pour F d’ordre transposé) par

Gal(E,F)={(L,T)e FExEFNz e E,Vy € Fa <p T(y) &y <p L(2)} = 'Gal(F, E)
Galt(E,F) = {(u,v) € F¥ x EF|Vz € E,Vy € F,z <g v(y) & u(x) <r y} = Gal(E, F)

Exemple fondamental. Toute relation R C X x Y définit un (L, T) € Gal(P(X),P(Y)) par

VACX,L(A)={yeYNeec Az Ry} =) R(z)
T€EA
VBCY,T(B)={zr€ X|Vye B,z Ry} = {z € X|B C R(x)}
L=y T@=X

Preuve: VAC X,VBCF, ACT(B)© AxBCR< BCL1(A). O
Nous montrerons plus loin que c’est une bijection : Gal(P(X),P(Y)) X P(X xY).

Lemme. V1 € FE\'T € EF (L, T) € Gal(E, F).
Preuve: VT € EF (L, T) € Gal(E,F) < €poT = 1*0 <, or g est injective. O
Pour tous (L, T) € Gal(E,F) et tous f € E¢, g€ F9 ona f< Tog&g< Lof.

Notion de cléture et propriétés. Soit (L, T) € Gal(E,F), et Cl=Tol € EF, Cl'= 1LoT € FF
appelées les clotures associées a cette correspondance de Galois. Alors

1) Cl et C1' sont extensives.

2) L et T sont décroissantes

3) Cl et Cl' sont croissantes

4) 1loTol=1etdeméme ToloT =T

5) Im T = Im Cl = Fix Cl, appelé I'ensemble des éléments clos de E

6) CloCl = CL

7) (L strictement décroissante) < Inj L < Cl=1dg < ImT = F

8)Va, 2/ € E, L(z) < L(z/) < (ImTN<2(z) C 2(2)).

9) Notant K =Im T, T o L x = Idx donc Lk est strictement décroissante et J_|K_1 =T|ImL-

Preuves:
1) L(z) < L(z) =z < T(L(x)).

)

)

) = 3) et 4) = 6) sont immédiats.

4)=5):Cl=Tol=ImClCImT. Puis, CloT=T =ImT C FixCl C ImCl
J)InjLALoCl=1)=Cl=Ildg=(InT=EACloT=T)=Cl=Idg = L str. décr.

8) Xpol=T*o ?E, avec ?F strictement croissante.

9) K =Fix(Tol)= To loldg =Idg. Autre preuve : (L|x, T) € Gal(K, F) avec T surjective.

Enfin, dans Ty, 1 o Ljx = Idk les roles de T et L sont symétriques. O

Remarque. les propriétés 1) et 2) impliquent réciproquement que (L, T) € Gal(E, F).
En effet, Ve € E,\Vy e Fiz < T(y) =y < L(T(y)) < L(x) O
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3.2. Correspondances de Galois croissantes

Les propriétés des deux sortes de correspondances de Galois se traduisent les unes en les autres.
Notamment si (u,v) € Galt(E, F), u et v sont croissantes, v o u est extensive et uov < Idp.

La permutation Cy, renversant I'ordre d’inclusion dans F' = P(Y), permet de traduire I’exemple
fondamental. Ainsi toute relation R C X x Y définit un (u,v) € Gal™ (P(X),P(Y)) par

VACX,u(A)={yeYBze Az Ryl =] B2)=R.(4) E@)=ulz})  u®)=0
T€EA

VB C Y,u(B) = {z € X|R(x) C B} = R*(P(B)) Ry) =CxoCy{y}) o(Y)=X

En effet, VA C X,VB C F,ACv(B) < (Vx € A, ﬁ(m) C B) < u(A) C B.
Le cas R = Gr f ot f € YX donne (f., f*) € Galt(P(X),P(Y)).
Le cas R ="'Grg ot g € XY donne (g*,Cx o g. o Cy) € Gal*(P(X),P(Y)).
Proposition. Soient E, F, G trois ensembles ordonnés, (u,v) € Gal™ (E, F), et (u',v") € Gal(F,G)
(resp. Gal™(F,Q)). Alors (u/ ou,vov’) € Gal(E,G) (resp. Gal™ (E,G))
Le cas croissant s’écrit Va € E,Vy € G,z < v(v'(y)) & u(z) < v'(y) & v (u(z)) < y. O
Si E=PX),F=PY),G=P(Z), si (u,v) est associée &8 RC X xY et (v, v') 4 R CY x Z,
alors (u' ou,vov’) est associée & R C X x Z deﬁme par:
— Cas décroissant : TRz & ﬁ( ) C § , i.e. R (@) = Nyedi) R’( ).
_>
— Cas croissant: zR"z & ﬁ(m) N E ) # @ ie. 1?( )= UyeR @) R'(y).
%
Dans les 2 cas, si R = Gr f ou f € YX alors R ﬁ =Rof.
Dans le cas croissant, si R’ = Grg ot g € ZY alors I? =g4o0 R.
Proposition. Soient E, F, G trois ensembles ordonnés, (u,v) € Galt(E, F), f € GE, g € GF.

1) Si f est croissante et fowv < g alors f < gou.
2) Si g est croissante et f < gow alors fov < g.

Preuves: 1) f < fovou<gowu;2) fov<gouowv<g. O
(Remarque: ces deux cas sont symétriques, méme si cette symétrie est alambiquée).

Caractérisation des clotures
Une cloture d'un ensemble ordonné E est une fonction f € EF aux propriétés équivalentes
1) Il existe un ensemble F et un (u,v) € Gal(E, F) ou Galt(E, F) tel que vou = f
2) f est croissante, idempotente et extensive
3) Notant K =Im f,on aVz € E,Vy € K,z <y & f(x) < y, autrement dit (f,Idx) € Gal*(E, K).

Preuve : 3) = 1) = 2);pour 2) = 3), Ve e E\Vye K,z < f(z) <y=z<y= f(z)< fly)=y. O

Remarques:
— 2) = 3) est un cas particulier de la remarque du 3.1. En effet, fo f = f = foldx < Idx
(extensivité de la cloture dans K )
— VK C E,Vf e KP (f 1dg) € Galt(FE,K) = Im f = K d’apres 7) avec Idg injective.

3.3. Bornes supérieures et inférieures

Dans tout ensemble ordonné E, la relation < elle-méme définit (+g, —g) € Gal(P(E), P(E)):

VACE,+(A) ={ycENz e A,z <y} ={yc E|Ac €()}

VACE,—(A)={z € E|Vye A,z <y} = ﬂ < (z)
T€EA

Les éléments de —(A4) sont les minorants de A, et ceux de +(A) sont les majorants de A dans E.
+ok =R et - =XcarVe,ycEye @) cr<ye @) cLly cyec+&Q).
Dans une partie B C E, VA C B,—g(A) = BN —(A) A+5(A) = BN +(A).
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Un plus grand élément (ou élément maximum) de A est un majorant de A dans A; un plus petit
élément (ou minimum) de A, est un minorant de A dans A:

r:maxAeze AN+(A) e (re ANACK(z) &z e +a(A)
r:mnAdsrzeAn—(A) e (Ac () Az e A)

Notamment z : max € (). Un tel élément est unique (VA C E, !z € E, x : max A) car
(z:maxAAy:maxAd) = (zecAcKyryedc K@) =>z=y.

Une borne inférieure est le plus grand minorant; une borne supérieure est le plus petit majorant,
lorsqu’ils existent:

z:inf A z:max—(A4) &z e —(A)N+(—(4))

x:sup A< z:min+(4) &z e +(A)N—(+(4))

Onaz:minA= x:inf A car A C +(—(A)). De méme = : max A = x : sup A.
Si E=P(X),

UA:supA
ﬂA:ian

Proposition. Pour toute fonction croissante f € F¥ tout x € E et tout A C E, on a

x:max A = f(x): max f[A]
x:min A = f(z): min f[A]
Proposition. VA C E,\Vz € E,z:inf A €(z) = —(A) & (WeE,y<z < AcC Z(y)).

Preuve:
ze+(—(A) e —(A) c &=
re—(A) s AcZ@) =+E@) e k) c—(4) O

Proposition. V(L,T) € Gal(E, F),

Ve e B, L(x) : max T*(<Z(z))
T o+p=—pol,
VACE,Vz € E,z:sup A= 1(x):inf L[A].

Preuves:

Proposition. Pour toute cloture f sur E, notant K =Im f on aVx € E,

f(z) : min(K N < (z))
VAC K,z : ian@m:i%fA

Preuves : (f,1dg) € Galt(E, K) = (f(z) : minlId} (< (x)) A (z : infxg A = Idg (z) : inf Idg[A])).
Vye Az <y flz) <ydoncz:infA= f(z) e —(A) =K (x),orz < f(z) donc z = f(z) € K. [
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3.4. Treillis complet

Un treillis complet est un ensemble ordonné E ou tout A C E a une borne supérieure notée
sup A, et donc aussi une borne inférieure inf A = sup —(A4) (car —(+(—(A))) = —(A)). Alors E a un
minimum 0 = sup @ = inf £, un maximum 1 = inf() = sup E, et info< = Idg = supo<, X oinf = —,
Zosup = +, <oinf = +o—, osup = —o+, (inf, ) € Gal(P(E), E), et (sup, &) € Gal* (P(E), E).

Le prédicat x : sup A se réécrit x = sup A. Les bornes sup et inf s’appliquent aux familles:

\/ i = sup{a;|i € I} /\ i = inf{a;|i € T}

iel il
Vy € E, \/zi<y<ﬁ>Vi€I,xi<y y</\xi@Vi€I,y<x¢
il il

Le cas des uplets définit des opérations (seules présentes sur les treillis non complets):

Ve,y € E, x Vy =sup{z,y} x Ay = inf{z,y}
Vz € E, rVy<ze (z<z2)N(y<z) z<z ANy ((z<z)N(2<y))
xVyVz=(xVy)Vz=sup{z,y,z} zAyAz=(zxAy) Az=inf{x,y,z}

Tout ensemble E = P(X) est un treillis complet ot sup = | et inf = (). Mais on n’a pas toujours
de distributivité entre V et A comme entre U et N. Ainsi dans le treillis {0, 1, z,y, 2z} ol x,y, z sont
deux & deux incomparables, z A (yVz) =2z Al=z mais (xAy)V(zAz)=0Vv0=0.

Entre deux treillis B, F, V(L, T) € Gal(E, F),Vz,y € E, L(z Vy) = L(z) A L(y).

(Avec une fonction croissante f € F¥ on a seulement sup f[A] < f(sup A) et f(inf A) < inf f[A].)

Théoréme. Soient E un treillis complet, F un ensemble ordonné, et f € FF. Alors

(VACE, f(sup A) :inf f[A]) & (3g€ EF,(f,g) € Gal(E, F)) = ((f(0) :max F) A (f(1) :minIm f))
(VACE, f(sup A) : sup f[A]) & (3g € EF, (f,9) € Gal* (E, F)) = f(0) : min F.

(VA C E, f(inf A) : inf f[A]) & (3g € EF, (g, f) € Gal*(F,E)) = f(1) : max F.

Preuve. Vy € F, soit A, = {z € Ely < f(x)}, et g(y) = sup A, = sup & (g(y)). Si f(sup A) : inf f[A],

VACE,ACA, & Vxedy< f(z)) e y< f(supA)
A, C A, =y < f(supAy)
Lgly) c Ay =y < fGup € (9(y)))

Enfin, (Vy € F, A, € €(g(y)) C 4,) & (f,9) € Gal(E, F). O

Théoréme. Soient X un ensemble, E un treillis complet, G = Gal(P(X), E), et s = (X 3z — {x}).
Alors G = EX par ¢ = (G > (L, T)+ Los), dinverse ¢y = (EX > f + (infof,, f* o ?))

Preuve. Vf € EX,((f., f*) € Galt (P(X),P(E)) A (inf, 2) € Gal(P(E), E)) = ¢(f) € G.

Vf e EX ¢(¢(f)) =infof,os = f.
V(L,T)eGeeX,ycE,x € T(y) &y < (L, T)(z). Or (L, T) — T est injective donc ¢ aussi. O

Corollaire. Pour tous ensembles X et Y, Gal(P(X),P(Y)) = P(Y)X = P(X xY).

Une partie F' d’un treillis complet F est dite stable par bornes inférieures ssi VA C F,inf A € F.
De méme se définit la stabilité par bornes supérieures; la stabilité par unions d'un F C P(X) (qui
implique () € F) et par intersections (dont le cas (|0 = X € F, supposant X fixé).

Proposition. Soient E un treillis complet, et K C E. La stabilité de K par bornes inférieures
équivaut a l’existence d’une cléture Cl d’image K, et implique que:
1) K est un treillis complet o VA C K,inf A =infg A, et 1 = 1g(= inf 0).
2)VA C K,supy A = Cl(sup A).
3) VA C E,Cl(sup A) = CI(V,c 4 Cl(z))
Preuve: (K stable / bornes inférieures) < (K treillis complet et VA C K,Idg (inf g A) = inf g Idx [4])
& (3C1 € KE (Ol 1dg) € Galt (B, K)) = K = ImCl
On en déduit facilement 1) et 2).
3)Vye K,supA <y« (Vo e A,Cl(z) <y) < (V,eaCllz)) <y. O
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La représentation par < de tout ensemble ordonné E comme ensemble de parties ordonné par
inclusion, le plonge dans le treillis complet K = Im —, stable par intersections, ot donc les bornes
inférieures sont les intersections. Les deux coincident si E est déja un treillis complet (Im? = K),
la construction ne faisant qu’ajouter les bornes manquantes (éléments de Im — \ Im ).

Comme + 0% = < et [ o + est une bijection strictement croissante de Im — sur Im(Cgo+), la
construction est symétrique, donnant une autre présentation de K comme ensemble de parties stable
par unions; mais les deux formes de stabilité ne se trouvent pas sur une méme représentation.

Mais une application méme strictement croissante f de E dans un treillis complet F' conservant
les bornes inférieures, peut n’étre pas prolongeable en application de K dans F' ayant cette propriété.
En effet il peut exister z,y,z € E ou —{x,y} = —{z, 2z} mais f(x) A f(y) # f(z) A f(2).

Pour tout treillis complet F et tout ensemble E, 'ensemble F'¥ est un treillis complet, avec pour
tout A C FE, sup A = (z — sup{f(x)|f € A}) et de méme pour la borne inférieure.

Proposition. Soit E un ensemble ordonné, F un treillis complet, et /* = (F¥ > f s supp of*o?E).
Alors 7 est la cloture d’image I'ensemble C' des fonctions croissantes de E dans F.

Preuve: Vf € F¥ _2f € C car sup, f. et < sont toutes trois croissantes.
Puis, f < /f car Vo € E,z € () = f(x) <sup f[€(2)] = A f(x).
Enfin, Vg € O\Vz € B, f < g = (Vy € €(2), f(y) < 9(y) < 9(x)) = sup f[£ ()] < g(x). O

3.5. Théoréme du point fixe de Tarski

Soit E un treillis complet (pour toute cette section). Soit VF C E,Vz € E, Tp(z) = F N <2 (z)
de sorte que (inf|p(r), Tp) € Gal(P(F),E) = E¥ 5 Idp. Sa cloture Clp = infoTp € EF participe
elle-méme & ((F + Clp), T) € Gal(P(E), EF) = (EB)E 3 (y = (z = (z <y — y[1))), on

Vi€ ER,T(f)={yc EVz € E,x <y = f(z) <y} ={z € Bl "f(x) <z} =T(/f)

Sa cloture sera notée E¥ 5 f— [f] = Clr(py. Ona Af <[ f]1=[f].
Proposition. Pour toute cléture h € E¥ on aImh = T(h), et h = [h].

Preuve: (h cloture) < (Id < hAImh C T(h)) = (h,Idr(p)) € Galt(E, T(h)) = Imh = T(h).
Autre méthode: Vx € E, (z < h(z) Nh = Mh)) = (x € Fixh < h(z) <z < x € T(h)).
Enfin, Vz € E, h(z) : min(Im h N < (z)), donc h = Clpy s = [h]. O

Proposition. VF C E, T(Clp) = inf[P(F)], et (F est stable par bornes inférieures) < T(Clg) = F.
Preuve. T(Clp) = Im Clg = Im(inf|p(p)). Puis inf[P(F)] C F < T(Clp) C F & (T(Clp) = F). O

Toute intersection de parties de E stables par bornes inférieures est stable par bornes inférieures.

Pour tout F' C E, la stabilité par bornes inférieures de inf[P(F')] peut se voir directement ainsi :
VB C inf[P(F)],3A C P(F), B = inf[A] (a savoir A = {X C F|inf X € B}).

Or (inf, 2) € Gal(P(E), E) donc VB C inf[P(F)],inf B = Axeainf X =inf({J A) € inf[P(F)].

Théoréme. Soient g= /'f € E¥, K =T(f)=T(9) = {z € Elg(z) < 2}, h = [f] = Clg. Alors
DVz,ye E,glx)<y<z=yeK

2)gl[K|C K

3) inf K : min Fix g. En particulier, Fix g # .

DVr,z€e E,z€ Tg(x) & (zVyg(z) <z

5) Ve € B,h(z) = (2 V g(h(x))) € Tx()

6) hof<hog< goh < h, qui deviennent tous égaux si f est extensive.

Preuves:

Dglz)<y<z=g(y) <glz) <y=yeK

2) par 1) avec y = g(z)

NinfK=2eK = ((gz) <z)A(g9(x) e K c 2(x)) =z eFixgc K c Z(z).
HzeTgx)e(zeKA (x<2) e ((gz) <z)AN(x<z)exVyz) <z

5) Soit y = x V g(h(z)). Sachant que (h(z) : min T x(z)) on a g(h(z)) < y < h(x) donc y € K. Or
x <ydoncy € Tg(x) donc h(z) <y, donc h(z) =y.

6) Vx € E,z < h(z) € K = g(z) < g(h(z)) € K = h(g(z)) < g(h(z)) < h(h(z)) = h(z). O
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Remarques:

— 5) = 3) par inf K = h(0); réciproquement, 3) appliqué & ¢’ = (y — = V g(y)) redonne 5). De plus,
9=y (y=0—=>zVf0)f(¥)):

— Vg€ EF,T(gV ) =T(HNT(9) CT(gof)

— Si f et g sont extensives et g est croissante alors T(f)NT(g) = T(go f).

Preuves: Yy € T(f)NT(g9),Ve e E,z <y = f(x) <y= g(f(x)) <y doncy e T(go f).
(Id < f, g croissante) = (Vy € T(go f),Vz <y,g(z) < g(f(z)) <y) = T(go f) C T(g).
ld<g=(vyeT(gof), Ve <y, f(z) <g(f(z)) <y) = Tlgo f) € T(f) O

Théoréme. S'il existe deux injections f € YX et g € XY, alors il existe une bijection entre X et Y.

Preuve: la fonction P(X) > A ~ Cxg[Cy f[A]] est croissante, donc a un point fixe F'.
Alors g[Cy f[F]] = CxF, de sorte que (X 22+ (z € F — f(z)|g7(x))): X < Y. O

3.6. Transport de cléture

Proposition. Soient E et F treillis complets, (u,v) € Gal™(E, F), BC F,fe EF ge FF'. Alors
1) Tygy =v<oTpou

2) Clygy=voClgou

3)uof<Clpousv[B]CT(f)euo[f]<Clgou

4) ffov<wvog=wuof<gou=uo  f< MNg)ou= fov<wvo (g).
5)uocf<gou=v[T(9) CT(f) e uolf]<[gloue [flov<volg]=u([f](0)) < [g](0).

Preuves: 1) est facile; 2) s’en déduit par inf ov, = v o inf.
3)uof<Clgous f<voClgou=Cl,p < v[B] C T(f). Ou plus directement:
(Vz € E,Vy € Bu(z) <y=u(f(z)) <y)e Vye B,V e E,xz <v(y) = f(x) <v(y)).
La deuxiéme équivalence en résulte par T(f) = T([f]).
) Id<vou= f< "fovou<wvogou. Puis, f<wvo MNglous I f <vo g)ou
Le 5) en découle. O

Cas de E =P(X)
Alors EF = P(X)F = P(E x X), de sorte que la correspondance de Galois ((F ~ Clg), T) est
associée a la relation entre F et E x X, définie par (A4, (B,x)) — (BC A=z € A).

Proposition. Soient X,Y deux ensembles, f € P(X)FPX) g € P(Y)POY) et u € YX. Alors
(1) ¥P C P(Y),¥A C X, Cly-(py(A) = u*(Clp(u[A]))
(2) (VA C X, u[f(A)] C g(u[A])) = (VB € T(g),u"(B) € T(f)) & VA C X,u[[f](A)] C [g](u[A])

l
& VB C Y, [fl(w'(B)) C u*([q](B))
(9 (4. X gluld) C (A = (4. T() Al < Ti9) e VA C K. [ollA) < 104

(4) (VB CY,u(g(B)) C f(u"(B))) = VB C Y,u*([g](B)) C [f](u"(B)).
(1

Preuve: les formules (1), (2) et (4) découlent de ce qui précede; on vérifie (3) par
VA e T(f),vB Cu[4d], ¢(B) g(u[ANnu*(B)]) C u[f(Anu*(B))] C ulA]

VAC X, ((u[[f1(A4)] € T(g)) A wlA] cu[[f1(A)]) = (Tg](u[A]) C u[[f](A)]). O
Proposition. Soient E = P(X), f € E¥, Ac E et f4 = (P(A) > B+~ f(B)NA). Alors

VB e T(f),ANB e T(fa)
VB C A, [fal(B) C [f1(B)

VB e E,[fal(ANB) C [F1(B).
Side plus A € T(f) alors T(fa) =T(f)NP(A), et [fa]l = [[lpa)
3.7. Préordre engendré par une relation

Pour tous ensembles E, F, tout f € F'¥ et toute relation R de préordre sur F, la relation binaire
sur F définie par (x,y) — (f(x) R f(y)) est un préordre sur F, dit image réciproque de R par f.
C’est I'unique préordre sur E pour lequel f est strictement croissante de E dans F'.
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Notations. Soient E = P(X) et Bx = P(X x X). Soit (), p) € Gal™(Bx, EF) associé a I'injection
(z,y) = ({z},y) de X x X dans E x X, a savoir

VR € By,Vz € X, \(R)({z}) = R ()
AMR)(A) = 0 si A n’est pas un singleton

VfeE" Yo,y e X, p(f)(x,y) <y e f{z}).

Soit alors (Cut,Pre) € Gal(Bx,P(E)) associée a la relation ((x,y),A) — (x € A = y € A) entre
X xXetE:

Cut(R) = T(M(R)) = {A € ElVa,y € X,(z Ryhz e A) =y e A} = {Ac X| | ] R(z) C A}.
€A
Pre(F) = p(Clp) = (X? 3 (z,y) = (VA€ F,x € A=y € A))

Pre(F)(z) = [ |{A € Flz € A}.
Ces notions présentent une symétrie nouvelle: VR € Bx, Cut(‘R) = Cx[Cut(R)]. Ainsi,
Pre(F)(z) = ({Be€ECxBe FAze B} =Cx|J{AeFlz ¢ A}

Théoreme. L’ensemble Im Pre des éléments clos de Bx est I’ensemble des préordres sur X.

Preuve: pour tout ensemble Y et toute relation R entre Y et X, on a Va,y € X,

Pre(Imﬁ)(m,y) < (VA € Imﬁ,x EA=yeA) s VzeY,z e ﬁ(z) =yc ﬁ(z))
& (VzeY,ze R(z)=2€ R(y) & R(x) c Ry).

Ainsi VF' C P(X), posant Y = F et B = Idp, (ie. R ="€), on a Pre(F) = Pre(Im ﬁ), préordre
image réciproque de 'inclusion par <E
Réciproquement, avec Y = X, tout préordre R sur X est égal & Pre(Im ﬁ) € Im Pre. (]

Définition. Pour toute relation binaire R sur un ensemble X on appelle préordre engendré par R et
on notera | R] la relation Pre(Cut(R)). C’est le plus petit des préordres plus grands que R.

Proposition. VF C E,YA € E, A € Cut(Pre(F)) < J,c4 (B € Flz € B} = A.

Preuve:
A € Cut(Pre(F)) < |  Pre(F)(z) C A
r€A
e |J(BeFlzeBlcA
T€EA
L’autre inclusion vient de Vz € A,z € Pre(F)(z). O

Théoréme. 'ensemble Im Cut des éléments clos de P(E) est ’ensemble des parties de E qui sont a
la fois stables par unions et stables par intersections.

Preuve: Cut = To A = ImCut C Im T donc tout élément de Im Cut est stable par intersections.
Symeétriquement, il est aussi stable par unions.
Réciproquement, si F' est stable par unions et intersections alors Cut(Pre(F')) C F par la proposition
ci-dessus, donc F est clos. O
Commentons plus en détails ce résultat: partant d'un F' C E = P(X) quelconque, on pourrait
considérer I’ensemble des intersections de ses parties, qui serait stable par intersections. Mais on en
prend seulement une partie, & savoir Im Pre(F"). Puis, on considére un certain ensemble Cut(Pre(F'))
d’éléments chacun égal & I'union d’une partie de Im Pre(F'). Et ce qui est remarquable, c’est que cet
ensemble Cut(Pre(F')) englobe F et est a la fois stable par unions et par intersections, et est ainsi le
plus petit ensemble stable par unions et par intersections qui englobe F'. (Deés lors, il est aussi égal a
I’ensemble de toutes les unions d’intersections de parties de F'.)
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Cette propriété de tout P(X), ne se généralise pas aux autres treillis complets. Certes, dans tout
treillis complet E, on a bien pour tout F' C E un plus petit ensemble stable par bornes supérieures
et inférieures qui englobe F, comme tout ensemble T(f) N T(g) des éléments & la fois clos pour deux
clotures f et g est celui T(go f) des éléments clos pour une troisieme cléture h = [go f]. Mais ce
go f quest ici F' +— sup[P(inf[P(F)])], n’est pas toujours une cléture. On trouve en effet facilement
un treillis & un petit nombre fini d’éléments, avec une partie stable par bornes inférieures mais dont
I’ensemble des bornes supérieures n’est pas stable par bornes inférieures.

On peut contempler une formule de cas particulier des remarques précédentes : toute intersection
d’unions est également une union d’intersections. Formellement,

B = mUAU:>B U ﬂ A ou Cyp = {(3,5) EHJ|$6A13}

i jeJ; z€B (i,j)€C,

Cette formule apparait évidente a vérifier directement une fois traduite du langage des ensembles
vers celui des énoncés, a savoir

(Vy3z, A(z,y,2)) & (32', (Vy3z, A2’ y, 2)) ANVYV2(A(2', y, z) = A(x,y, 2))).

Voyons comment le théoréeme du point fixe s’applique sur ces notions.
Soit R € Bx, f = MR) € E¥. la fonction g = /f s’écrit désormais

VA€ E, 94 = |J R
z€A
VA€ EVye€ X, yegd) e GeeArRy) e AnR(y) £ 0.

Puis, soit & = [f] = Clcuw r € (Cut R)F. Comme Cut R est stable par unions,

VA€ E, | ] h({z}) € Cut R.
€A

Avec h({z}) = ﬁ(x), et appliquant & A = (J,.,{z} la formule Cl(sup A) = CI(\/ ¢4 Cl(z)) on
trouve

h(A) =[R]. (A).

*

Le théoreme du point fixe s’exprime alors VA € E, h(A) = AU g(h(A)). En particulier,
Ve,ye X,z [Rlye (zr=yVv3Ize X,z [R] zAz Ry).
Pour tous X,Y ensembles, R € Bx,S € By, et u € YX,

VB CP(Y),Vx,y € X, P}ge(u* [B])(z,y) P);e(B)(u(z),u(y))
(Vz,y € X, 2Ry = u(z) [ 5] u(y)) = uw*[Cut(S)] C Cut(R)
=Vr,y € X,z [R] y = u(x) [5] u(y)
(Vo € X, S (u(z)) € u[R(2)]) = us[Cut(R)]  Cut(S)
= (Vz € X, [8](u(x)) C u[[R](x)])
(Vo € X, T (u(z)) € u[R(2)]) = u.[Cut('R)] C Cut(’S)
= (vz € X, [8](u(x)) C u[[R](2))).

On peut aussi montrer la deuxieme formule de la maniére suivante: [S] est un préordre sur YV
donc (z,y) — (u(z) [S] u(y)) est un préordre sur X, dont ’hypothése assure qu’il est plus grand que
R. Donc il est aussi plus grand que [R] (le plus petit préordre plus grand que R).

Enfin, si X C Y et R est la restriction de S & X, alors Vz,y € X,z [R] y = = [S] y. Si de plus
X € Cut(S) ou X € Cut(’S) alors Vz,y € X,z [R]|y & = [S] y.
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3.8. Ensembles finis

Définition. Soit X un ensemble, et soit S la relation binaire sur P(X) définie par
VA, BCX,ASBs (ACBAIzxeBx¢A)eIxeX,a¢g ANB=AU{z}.

On dira que A C X est une partie finie de X ssi ) [S] A; et que X est un ensemble fini ssi ) [S] X
Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

Proposition. Pour tout A C X, (A est une partie finie de X) < (A est un ensemble fini).
Preuve: P(A) € Cut(*S), donc la restriction de [S] & A est égale au [S] sur A. O

Relions cette notion de finitude a celle intuive, assimilable a l'interprétation de la finitude au
niveau méta. On qualifie donc de méta-fini un ensemble fini au sens intuitif (ou du point de vue
méta).

Tout ensemble méta-fini X est fini: partant de () puis ajoutant un par un chaque élément de
X jusqu’a obtenir X, la finitude de chacun de ces ensembles se déduit successivement de celle du
précédent. En particulier, () est fini, puis les singletons puis les paires sont finies, etc.

Réciproquement, supposons qu’il existe un ensemble F' contenant exactement les parties méta-
finies de X. On a @) € F et F € Cut(S). Or I'ensemble m(@) des parties finies de X est le plus petit
ensemble satisfaisant cette propriété, donc il doit étre inclus dans F', et lui est finalement égal. Hélas,
rien ne peut garantir qu’'un tel ensemble F' existe dans 'univers, faute de pouvoir écrire une définition
de la méta-finitude.

Or, le probléme est que, si X n’est pas méta-fini alors P(X) non plus, ce qui fait courir le risque
& P(P(X)) de ne pas contenir vraiment toutes les parties de P(X), parmi lesquelles 'ensemble F
des éléments méta-finis de P(X), qu'on ne sait pas définir de manieére plus fiable. Cela laisse donc
courir & X le risque de satisfaire la définition formelle de la finitude “par erreur”. Ainsi s’interpréte
I'indécidabilité de certaines propositions d’arithmétique, et la dépendance que nous avions annoncée,
de la notion de finitude par rapport a I'axiome des parties.

Proposition. L’image de toute fonction de domaine fini est finie.
Preuve: soit f de domaine X fini, et Y =Im f. On a
VA,BC X,AS B = (f[A] = f[B]V f[A] S f[B]) = f[A] [S] f[B]
DISTX = fl0][S] fIX]=0[S]Y
Vocabulaire. On appelle “famille finie” une famille indexée par un ensemble fini. On qualifiera

aussi de finie une opération sur une famille finie, méme si son résultat est infini: un produit fini est le
produit d’une famille finie d’ensembles éventuellement infinis. De méme pour une union finie.

Théoréme. Soit (E,, R;).cx une famille finie ot R, est une relation binaire sur E,. Munissons
P =[], cx Bz de la relation binaire T, dite produit tensoriel des R,, définie par

Yu,v € PuTv & dr € X, ugRyv; ANVy € X,y # & = uy = vy
Alors, Vu,v € Pyu [T] v & Vo € X, uy[ Ry |v,.
Preuve. Pour I'implication directe, soit Vo € X, 7, = (u + u,) € E¥ la surjection canonique.

Yu,v € PuTv = (uy = vy V Uz Ryvy) = mp(u) [ Ry |72 (v)
Vu,v € Pyu [T] v = my(u)[ Ry |y (v)

Pour la réciproque, Vx € X, a € P, soit j¢ la fonction de F, dans P définie par
Vbe E,,Vy € X, js(b)y = (b,ay)(y = ).

Puis, Vw € P,Vx € X,Va,b € E;,aR,b = j¥(a)Tj¥(b) donc a ﬂ b= j¥(a) [T] j¥(b).

Puis, Yu,v € P, soit ¢ € PPX) définie par ¢(A), = (v, u)(z € A). Soient A,B C X tels
que AS B, et z € CgA. Posant w = ¢(A), on trouve j¥(u,) = ¢(A ) ¥ (ve) = ¢(B), de sorte que
Ihypothese implique ¢(A) [T] ¢(B). Donc ¢ est croissante de (P(X), fS}) vers (P, [T7).

On conclut ¢(0) [T] ¢(X), out ¢(0) = u et ¢p(X) = v. O



Proposition. Dans ’ensemble des parties d’un ensemble fini X, [S] est la relation d’inclusion.

C’est le théoreme appliqué & E, = P({z}) ~ Vet aR,b < (a = OAb = {z}). En effet, P ~ P(X)
ce qui transporte T sur S, et traduit (Vo € X, u,[R;]v,) en A C B. O

Corollaire. Si X CY (ou s'il existe une injection de X dansY) et si Y est fini alors X est fini.

Proposition. Pour toute union finie U = A,, on a U fini ssi tous les A; sont finis.

rzeX

Preuve: commencant par le cas ou les A, sont une partition de U, le résultat traduit le théoreéme
appliqué a la famille des E, = P(A,) munis de S, avec P(U) ~ [[,cx P(Ez).

Dans le cas général, si tous les A; sont finis, alors U est fini comme image de la surjection
canonique de [], .y A, dans U. Réciproquement, si U est fini alors A, C U aussi. (]

Corollaire. Si X et Y sont des ensembles finis alors X X Y est fini.

Lemme. Soit X un ensemble et K C P(X) tel que() € K, (Vo € X,{z} € K) et (VA,B € K,ANB =
) = AU B € K). Alors K contient toutes les parties finies de X.

Preuve: Soient A,B C X tels que A S B. Il existe z € X tel que AN{z} =0, B =AU {x} et
{z} € K, de sorte que (A € K = B € K). Donc K € Cut(S), et § € K permet de conclure. O

Théoréme du choix fini. Pour tout ensemble fini X, Choix X.
Proposition. Tout produit fini d’ensembles finis est fini.

Déduisons du lemme ces deux résultats en parallele.

Soit donc (E,)zex une famille finie d’ensembles (non vides, resp. finis).

Notons VA C X, Py =[], c 4 Ex, et soit K = {A C X|Py4 est fini , resp. # 0}.

De Py = {0} on déduit () € K. Puis, Vo € X, P(;3 ~ E, donc {r} € K.

Enfin, VA,BC X,ANB=0= Psup~Ps X Pgdonc (Ac KANBeK)=AUBEeK.

Or X est fini donc X € K. O

Théoréme. Soit X un ensemble, E = P(X) et F C E Densemble des parties finies de X. Soit
f € EF tel queVA € E,Ac FV f(A) = 0. Notant encore VA C E, fa = (P(A) > B f(B)N A),

Vee X,z e [fl(0) & BAe F,oe AN[fa](0) = A)
VBC X VeeX,ze[f|(B)e 3AcF,ec AN[fa](ANB)=A)

La deuxiéme formule découle de la premiere en remplagant f (@) par f(0)) U B. La réciproque
étant claire, il suffit de montrer 'implication directe. Définissons

K={zeX|3AeF,x € AN[fal(0) = A}.
Pour tout B C K et tout y € f(B), on est dans un cas ou B fini. Par le théoréme du choix fini,
JAec FB Ve € Byx € Ay A [fa,](0) = A,.

Soit C' = {y} UU,cp Az 1l est fini, comme union finie d’ensembles finis.

Pour tout € B, on a [ fa,](0) = A, € C donc A, C [fc ().

Or Vz € B,z € A, donc d'une part B C C, d’autre part B C [ fc](0).

Or y € fc(B) donc y € [fc](). Finalement [fc1](0) = C, donc y € K.

On conclut: VB C K, f(B) C K, donc [f](0) C K. O

Exemple: VR € Bx,Vo,y € X,z [R]y < 3Afini C X,z €c ANy€ ANz [Rjsly.
Par ailleurs on peut noter que VB C A, /(fa)(B) = /f(B) N A.

Corollaire. Pour toute cloture h sur E, (3f € EFh = [f]AVA€ E,Ac FV f(A) =0) < (VB €
E,Vx € h(B),3A fini C B,z € h(A)). Une telle cléture est dite finitaire.

3.9. Relation d’équivalence engendrée, et autres

Soit (f;)ier une famille de fonctions de domaine X, et f =[T;c; fi € ([T;e; Im fi). Alors

i€l
Vo,y € X, (f(@) = f) & (Vi€ L filz) = fiy) Le. ~=inf{~]i€I}.
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Ceci illustre le fait que 'ensemble des relations d’équivalence sur X est stable par borne inférieure.

Autre méthode: I'ensemble des préordres est stable par borne inférieure; de méme pour ’ensemble
des relations symétriques. Donc la borne inférieure d’un ensemble de relations d’équivalence est un
préordre symétrique, donc une relation d’équivalence.

Pour toute relation binaire R, on appelle relation d’équivalence engendrée par R, la plus petite
relation d’équivalence supérieure & R. C’est le préordre engendré par (x,y) — (zRyV yRx), (puisque
le préordre engendré par une relation symétrique est symétrique).

Dans la bijection canonique entre préordres R sur X et ensembles F' de parties de X stables par
unions et intersections, les relations d’équivalence correspondent aux ensembles F' également stables
par complémentarité (Cx[F] C F, ce qu'on peut aussi écrire Cx [F]| = F).

Les notions de préordre engendré et de relation d’équivalence engendrée, sont des exemples d’une
notion générale de relation binaire d’un certain type engendrée par une relation binaire R sur X, pour
tout type de relation binaire défini par un systéme d’axiomes, tous de la forme : (une conjonction
d’énoncés R(t,t') ol t, ¢’ sont des termes indépendants de R) implique (un autre énoncé R(¢,t’) pour
d’autres t,t').

En effet, un tel systéme d’axiomes se traduit en une fonction f de P(X x X) dans lui-méme (ou
encore une partie de P(X x X) x (X x X)), et 'obéissance d’une relation & ces axiomes signifie son
appartenance & T(f). De plus, chaque axiome n’utilisant qu’une liste finie de conditions, le dernier
théoréme indique que, notant R’ la relation ainsi engendrée par R, tout énoncé R'(z,z') avec z et
7' donnés, est vrai ssi il admet une démonstration finie dont chaque étape consiste & déduire, de la
véracité des prémisses d’un certain axiome, celle de sa conclusion.

Ultérieurement, nous généraliserons encore ce procédé en remplacant la relation binaire par un
systeme de relations d’arités quelconques entre divers ensembles.

Proposition. Soit R € Bx. La plus petite relation transitive T supérieure a R, appelée la cloture
transitive de R, satisfait

Ve,y€ X, 2Ty < (3z€ X,2 RzAz[R]ly) < (3z€ X, [R] 2Nz Ry)
Ve,y € X,z [Rly < (eTyVz =1y).

%
Preuve: Soit 7" = (z,y) — (32 € X,z R 2 A z [R] y). Suivant les notations de 3.6., T" = h o R. Par

définition de h, T’ est la plus petite relation supérieure a R telle que g o ?’ < ?’, i.e. telle que
Vo,y,2 € X, 2Ty NyRz = 2T 2.

Or T satisfait les 2 conditions donc 77 < T. L’autre inégalité T' < T’ s’obtient par la transitivité de
T:Va,y,z € X,aT'y NyT'z = 2T’y Ny [R] z = 2T z.

L’autre équivalence en résulte par symétrie. La deuxieéme formule se vérifie facilement directement
(voyant que (zT'y V & = y) est un préordre), ou d’apres le théoréme du point fixe. O

3.10. Relations bien-fondées
Soit un ensemble X muni d’une relation binaire R, et E = P(X). Considérons R e B

VAC X, Ve X,ye R (A) & R(y) = A.

Alors notons D = /‘(ﬁ.), ie.

VAC X,Vye X,yeDr(Ad) < R(y) C A
VA C X, A C Dr(A) & A € Cut('R).
On remarque son lien avec le g défini pour les préordres engendrés, par Dr = 0x 0 goCx.
Notons Fr = f<§.1 € EF la cloture correspondante. La relation x € Fr(B) entre B € E et
x € X se lira z est fondé sur B par R, et se traduit par les énoncés équivalents suivants:
VACX,(BCA/\VyeX,T%(y)CAéyeA)éxeA
VACCxB,(We AL ANRy) £0) =2 ¢ A
VACCxB,ACR.(A)=z¢ A
VACX,x€e ANACR,(A)=ANB#0
VAcCxB,ze A= (Jye A, AN R(y) =0)
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On dit que 'ensemble X muni de R est bien-fondé (ou que la relation R est bien-fondée) lorsque
Fr(0) = X, ce qui se traduit par les formules équivalentes

VACX,(Vze X, R@)CA=zecAd)=A=X
VAC X,(Vxe Adye A,yRz) = A=10
VACX,ACR.,(A) = A=
VACX,A40= (Jrec A, ANR(x)=0)

Etant donnés un ensemble X muni d’une relation bien-fondée R, et un énoncé P de variable x € X,
on appelle démonstration par induction de ’énoncé (Vx € X, P(z)), une démonstration qui pour
tout € X, déduit P(z) de ’hypothese Vy € iﬁ(m),P(y) En effet, 'ensemble A = {z € X|P(z)}
satisfaisant alors Vo € X, R(z) C A=z € A, il en résulte A = X.

Proposition.(_Soient X etX deux ensembles, R € Bx,S € By,u € YX. Alors
1) Sive e X, S (u(x)) Cu[R(x)], alors u, o Fr < Fg o u, et Frou* <u* o Fg.
2) Sivx € X, u[?(m)] C <g(u(a@)), alors u* o Fg < Frou* et si S est bien-fondée alors R aussi.

Cela résulte des formules de transport de cloture en traduisant les hypotheses ainsi:

(Vz € X, S (u(z)) C u[R(z)]) & Vo € X,VAC X, R(z) = A= T (u(z)) C u[4]
SVAC X, Vee X,z € ﬁ'(A) = u(x) € Dg(u[4])
& VA C X, u[R(A)] ¢ Ds(ulA))

(v € X,u[R(z)] € S(u(z)) & Ve € X,¥B CY, S (u(z)) = B= R(z) Cu*(B)
S VB CY, Vo € X,u(x) € <§°(B) = x € Dr(u*(B))

& VB CY,u' (57 (B)) Cc Dr(u(B)) 0
Corollaire. Soient deux relations binaires R et R’ sur un méme ensemble. Si R < R’ et R’ est
bien-fondée alors R est bien-fondée.

Proposition. Soit une relation binaire R sur un ensemble X, soit K C X tel que K € Cut(‘R), et
soit R' la restriction de R 4 K. Alors VB C X, Fr/ (KN B) = KN Fr(B). Side plus K € Im Fg
alors VB C K, Fr/(B) = Fr(B).

Ceci résulte de la proposition précédente, avec u = Idg de K dans X; le dernier point vient
comme cas particulier des propriétés des f4. O

Proposition. Soit une relation binaire R sur un ensemble X, et z € X. On a équivalence entre :
1)z¢€ -FR([Z))

2) R(z) C Fr(0)

3) [R1() < Fr(0)

4) la restriction de R a W(z) est bien-fondée.

De Fr(0) € FixDg on tire d’'une part 1) < 2), d’autre part Fr(0) € Cut(*R) donc 1) & 3).
Enfin, 3) < 4) vient de la derniére proposition avec m(z) € Cut('R). O

Proposition. La cloture transitive T d’une relation bien-fondée R est bien-fondée.
Preuve: VAC X, (AC T.A)N(B=AUT.A=[R],A)=AcCB=T.,A=R.B=0. O
Proposition. Toute relation bien-fondée est antiréflexive et antisymétrique.

Preuve: Vz € X, 3y € {z},{z} N R(y) = 0 donc R est antiréflexive. Pour I’antisymétrie, on peut soit
utiliser A = {z,y}, soit noter que T étant antiréflexive est aussi antisymétrique. O

Proposition. Le préordre engendré par une relation bien-fondée est un ordre.

Cela résulte de  [R] y < (¢Ty V x = y) et de lantisymétrie de T O
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Proposition. Soit R une relation bien-fondée sur un ensemble X tel que Vx € X,Y?(x) est fini.
Alors Vz € X, W(x) est fini.

Preuve 1 par induction: soit y € X tel que Vz € <}_2(y), W(m) est fini. Alors

Rl(y)={y}uv |J IRl
&
ze R(y)
étant une union finie d’ensembles finis est fini.

Preuve 2: Vo € X,3A fini C X,z € AN [(<}_2.)A1((Z)) = A. Par le théoréme du point fixe, A C Dr(A)
donc A € Cut('R) donc W(m) C A. O

Théoréme (principe de définition par induction). Soient une relation bien-fondée R sur un
ensemble X, et une famille d’ensembles (E,.).cx. Introduisons les notations

p=1]]E,
yeX
Vo€ X, P, = H E,
F
ye R (x)

Vee X,VfePr,(f)=Ff e P,

|<}_3(w)
Enfin, soit ¢ € [],cx EF« | autrement dit pour tout * € X, on a une fonction ¢, : P, — E,. Alors
A € PV € X, ¢(x) = ¢ (r2(¥))
Preuve. Soit F' = [[,cx Ex, et K ={h € P|Vx € X,h(x) = ¢p(r2(h))}.
Soit g = /‘(?) € P(F)PE) ot Gr(S) = {(Gr(u), (z, ¢r(v))|z € X,u € P}, ic.
VG C F,g(G) = {(z, ¢ (u))|x € X,u € P, AGr(u) C G}.

VG C F,soit A={z e X|3ly € E,, (z,y) € G}, et h € [[,c4 Ex défini par Grh C G.

€A
Vo e X, R(x) C A= (Vy € By, (1,y) € 9(G) & y = %(hﬁ( ))) = 3dly € B, (z,y) € 9(G)

G € Fixg = (Va:eXfE(az) CA= yel,,(z,y) eG)=2cA)=A=X=(he PANG=Grh)
Vh e P,Grh € Fixg & (V(z,y) € F,(z,y) € Grh < y = ¢, (rz(h))) & he K
I € K,Gry :minFixg AVh € P,(h € K = Gr(h) € Fixg = Gr(¢) C Gr(h) = ¢ = h). O
Proposition. Avec les mémes notations, si ¢,¢" € [[,cx EFP: 4 4 € P définis par induction
respectivement par ¢ et ¢/, si A € Cut(‘R) et g4 = (MA’ alors 14 = 1/1|’A. En particulier pour tout
y € X fixé, avec A= [R|(y), si dja = &1, alors ¥(y) = ¥/ (y).
1l suffit d’appliquer le résultat d’unicité a I'ensemble A muni de ¢4 € [[,c 4 EP+ sachant que la

restriction R’ de R & A est bien-fondée et que de A € Cut('R) il résulte Vz € A, iﬁ(m) = ?(x), de
sorte que les définitions de P, dans X et dans A coincident. O

Exemple 1. Le principe de récurrence est le cas particulier de I'induction sur N muni de la relation
bien-fondée (x,y) — (y = x+1). Par contre la méme formule sur Z ne fait pas une relation bien-fondée.

Exemple 2. Si R et S sont deux relations binaires sur E, ol R est bien-fondée et Vx,y € E, (xSy) <
(x=yV3Ize E, (xSz A zRy)), alors S =[R].

En effet, cette formule se réécrit

&
vyeE, Sy ={yu |J
F
zeR(y)

S(2)

ce qui définit S par induction. Or W satisfait la méme formule donc S =[R].
On peut aussi voir cela comme étant pour tout = une définition de (y — (xSy)) par induction.
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