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2. Constructions élémentaires

2.1. Uplets, familles

On appelle uplet (ou n-uplet) toute méta-fonction de domaine un méta-ensemble d’un nombre
fini (n) de symboles de variables, & valeurs parmi les objets. C’est donc un systéme d’interprétations
de ces variables. On peut les ajouter a toute théorie comme nouveau type d’objets, servant a abréger
n variables de types préexistants en une seule du nouveau type. En pratique, pour chaque entier n
on ne considerera que les n-uplets de domaine le méta-ensemble A,, des n chiffres de 0 & n — 1. Un
2-uplet s’appelle un couple, un 3-uplet est un t¢riplet, un 4-uplet est un quadruplet. ..

La fixation du méta-argument curryfie ’évaluateur en n foncteurs appelés projections: les n-uplets
sont séparément évalués en chaque i € A,,, par la i-iéme projection m; qui restitue la valeur de la i-iéme
variable. Les projections des couples seront notées m et 7’.

Le définisseur de n-uplet est un opérateur n-aire (non liant), présentant ses n arguments dans une

parenthese et séparés par des virgules: ( ,---, ). Ces opérateurs sont reliés par les axiomes suivants
dont le premier résume les n 4+ 1 autres : pour tous xg, - --,x,_1 et tout n-uplet x,
x=(xg,  ,Tp_1) < (mo(x) =2 A+ - ATp_1(x) = 2p_1)
x; =7 ((xo, -+, xn—1)) pour chaque i € A,
T = (71'0(.7;), T ’anl(x))

Les couples suffisent & construire les n-uplets pour tout n > 2. Par exemple les triplets t = (z,y, 2)
peuvent se définir par t = ((z,y), 2)) évalué par x = w(nw(t)),y = 7' (7 (t)),z = 7' (t).

Connecteur conditionnel
Ce connecteur d’arité 3, noté ( — | ), qu'on lit “Si A alors B sinon C”, se définit par

(A-B|IC)e (~C=A=B)e (A=B)AN(-A=(C))< (-A—C|B)< (C,B)(4)
S ((AANB)V(mANC)) & ((C=A)=(AAB)) ¢ (A— -B|-C)

ou (C, B)(A) évalue le couple (C,B) en A € B= A, ={0,1}.
Il permet de réduire tout connecteur K d’arité n 4+ 1 en 2 connecteurs d’arité n:

K(A) < (A — K(1)|K(0)).

Ainsi, A< (A—0]1); (A= B)< (A— B|1); (AVB)< (A—1B); (A< B) < (A — B|-B).

Familles

La théorie des ensembles peut représenter les n-uplets comme fonctions (réutilisant les outils des
fonctions), en figurant A,, comme ensemble d’objets chacun désigné par une constante.

Une famille est une fonction interprétée comme généralisant la notion d’uplet: son argument
est une variable, de domaine un ensemble d’objets éventuellement infini et/ou indéterminé (variable
libre), mais vu comme un ensemble de méta-objets (simple, fixe, et extérieur au principal systeme
étudié, comme dans la forme ensembliste d’une théorie quelconque). On parlera de “famille de...”
pour préciser une classe d’arrivée, donc dire que son image est “un ensemble de...”.

Le formalisme des familles est celui des fonctions déguisé a la ressemblance de celui des uplets
(inapplicable faute de disposer d’une infinité de symboles). Ainsi la notation wu;, semblant celle d’un
symbole variable de variable, sert d’évaluation de u en ¢ (abrégeant w(7) ou m;(u)). Une famille définie
par un terme ¢, se note (t(i));er au lieu de (I 3¢ — t(4)) ou de (¢(0),---,¢(n —1)). L’argument ¢ est
appelé indice, et la famille est dite indexée par I. Une famille indexée par N est appelée une suite.

Structures et symboles liant une variable
Les prédicats n-aires R sont interprétables comme prédicats unaires Rq sur la classe des n-uplets
x = (20, ,Tn-1), par R1(z) & R(zg, - -,2n—1). Ainsi les classes n-aires sont des classes de n-uplets.
Tout opérateur n-aire T' se traduit en foncteur T3 sur une classe de n-uplets: Ty (x) = T(xg, ", Tp-1)-
Remplacant ces uplets par des familles, les symboles liants sont la généralisation des structures.
Ainsi V et 3 généralisent les chaines de A et de V: (BoA---AB,_1) < (Vi€ A,, B;), rendant la condition
d’égalité des couples (z,y) = (2,t) & (z = z Ay = t) un cas particulier de celle des fonctions.
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Soient R un prédicat unaire valide sur E, et C' un booléen. On a les distributivités

(CANIz e E,R(x)) & (Fx€ E,CAR(z))
(CVvVz € E,R(z)) & (Vzxe E,CVR(x))
(C=VreE,R(x)) & (Vx € E,C = R(x))
(Fz e E,R(x))=C) & (Vze€ E,R(z)=C)
(FzeE,C)& (CANEAD)=>C=(CVE=0))< (Vze€ E,C)

Ensembles finis, écriture en extension
Le foncteur Im, de domaine la classe des fonctions, définit un symbole liant ressemblant au symbole
de compréhension et mixable avec celui-ci:

{T(x)|lx € E} =Im(E >z~ T(x))
{T(@)|lz € EAR(2)} = {T(2)|z € {y € E|R(y)}}

L’image d’un uplet (a, b, - - -) se note {a, b, - - -}, structure appelée I’ écriture en extension de cet ensemble
(qui énumere ses éléments). Ainsi Uensemble A,, s’écrit {0,---,n — 1}. Ces images d’uplets sont des
ensembles finis (la finitude sera formellement définie dans le texte 3).

On a déja vu les cas d’arité 0 (), 1 (singleton) et 2 (paire), dont les définitions (comme classe et
comme domaine de quantificateur) traduisent celles de Im par traduction de V et 3 en A et V.

2.2. Autres operateurs sur les ensembles

Algebre des parties, union et intersection d’une famille d’ensembles

Les connecteurs et les quantificateurs opérant entre booléens, définissent des opérations entre
classes lorsque ces booléens dépendent d’une méme variable libre. Et donc des opérations entre
ensembles si ces classes sont des ensembles. Le résultat définit un ensemble §’il vaut faux pour un
élément extérieur a tous les ensembles donnés. Lorsque ces ensembles sont des parties d’un ensemble
E, le résultat peut se définir par compréhension dans F, mais reste indépendant de F.

C’est le cas de la constante 0 traduite par (), mais non du connecteur —.

On définit la différence E\F = {x € E|x ¢ F} de sorte que x € E\F &z € EANx ¢ F.

Lorsqu’on étudie les parties d’'un ensemble fixé F, la négation se traduit pour une partie F' de F
par CgF = E\F, appelé le complémentaire de F dans E : Yo € E,x € F ¢z € CgF.

Les foncteurs sur les ensembles s’étendent aux familles grace au foncteur Im. Ainsi se définissent
I'union d’une famille d’ensembles, et I'intersection d’une famille non vide (I # @) d’ensembles:

UE=Urlier} Viel, ((F={zcFVicl,zcF}
iel iel
vel|JFeJiclzeF, ze(\FieVielzeF,
i€l el
(Vo € | JFi,R(x)) © Vi € I,Vx € F;, R(x) ANB={z€ Alz € B}
i€l (Ve ANB,R(z)) & (Ve € A,x € B= R(z))
re€AUB & (xre AV € B) r€ANB & (x€ ANz € B)
ACAUB=BUA ANB=BNACA
A=AUB&BCA< B=ANB (GreAzeB)e (FxeBaxcA) < ANB#0)

Pour une famille de parties F; de E, (;c; Fi = ({Filicl} ={z € ENVic [,z F;} =Cg U, CuFi.
Fixant le choix de F, l'intersection ainsi définie de la famille vide donne F.
Deux ensembles A et B sont dits disjoints lorsque AN B = ().
La paire et 'union binaire suffisent & définir toute écriture en extension de plus grande arité.
Enfin le connecteur ¢ se traduit par la différence symétrique: EAF = (EU F)\(ENF).

L’union et 'intersection ont les mémes propriétés d’associativité et de distributivité que A et V :
AUBUC=(AUB)UC =AU (BUC) =| J{4,B,C}
(Jannc=Jino) ((A)uvC=Au0)

i€l iel iel icl

(AUB)NC = (ANC)U(BNC)  (ANB)UC =(AUC)N(BUC)



Produit fini

On appelle graphe tout ensemble de couples. On définit le produit (ou produit cartésien) E x F'
de deux ensembles E et F', comme l'ensemble des (z,y) ot « € E et y € F. De méme, le produit de
n ensembles Ey X - -+ X E,_1 est 'ensemble des n-uplets (zg, -, zn—1) ou Vi € A,,z; € E;.

Un symbole L liant une variable  a un graphe G, joue le role de symbole liant deux variables
Yy, z sur une structure S(y, z), sous la forme (Lz € G, S(xp,z1)) (intérprétant S comme structure & un
argument = = (xg,z1) € G), qu’on notera par un couple de variables: L(y, z) € G, S(y, z).

L’existence du produit (en toute arité) se justifie par le principe de génération des ensembles:

(3(z,y) e EX F,R(z,y)) < (Jx € E,Jy € F,R(z,y)) & (Jy € F,Ix € E,R(zx,y))
(V(z,y) € EX F,R(z,y)) & (Vx € E,Vy € F,R(z,y)) & (Vy € F,Vx € E,R(x,y))
(Bz e E,A(z))V (3x € E,B(z)) & (Fz € E, A(x) Vv B(x))

(Vz e E,A(z)) N (Vz € E,B(z)) & (Vz € E, A(z) A B(x))

(3z € E,\Vy € F,R(z,y)) = (Vy € F,3xz € E,R(z,vy))

Si E # ) alors
Bz e E,CV Ax)) < (CV Iz e E, A(x))

(CAVz € E,A(z)) & (Vx € E,C AN A(x))
On abrégera Vo € E,Vy € E, R(x,y) en Va,y € E,R(z,y), et de méme pour 3.
Une opération n-aire est une fonction sur un produit de n ensembles. De méme les ensembles de

n-uplets serviront de relations n-aires: une relation entre E et F' sera un graphe G C E x F. (On
peut rappeler au besoin la donnée des domaines F et F en prenant le triplet (F, F,G).)

Somme ou union disjointe
On définit le transposé d’un couple {(z,y) = (y, x); celui d'un graphe ‘R = {(y, z)|(z,y) € R}.
La curryfication convertit tout graphe R en foncteur R arrivant parmi les ensembles. Inversement,
la somme (ou union disjointe) d’une famille d’ensembles (E;) ey, la reconvertit en graphe (décurryfie):

R@) = {yl@,y) e RAd =2} (s,9) € R ye R@) oz e Riy) = Ry)
[[E=UlGaleeE}cIx|JE (elrzekE) s (ia)e]]E

i€l iel icl icl

On définit le graphe d’une fonction f par Gr f = {(z, f(z))|z € Dom f} = [[,cpom s {f(2)}-
Les notions de domaine et d’image s’étendent aux graphes (Dom f = Dom(Gr f) et Im f = Im(Gr f)):

I_?/)(x) #0 < r€DomR = {z|(z,y) € R} =Im'R
R=]]E:i & (DomRCIAVie ,R(i)=E;)= ((Va € R, A(z)) & (Vi € 1Yy € E;, A(i, y)))
i€l
Ria={(z,y) € Rlz € A} = H I_%(x) = R.(A)=Im R4 = U ﬁ(x)
z€EA z€A
DomRC A< Ra=R= R.(A) =ImR = {y|(z,y) € R}

R JA) =JRo(A)  R.(A)C[)R(A)

i€l el i€l el
AC B= R.(A) C R.(B)
ExF= H F
z€EFE

RCExF & (DomRCEANImRCF)
EoU---UFE,_1 = H E;

€Ay,
Exd=0=0xEFE
(ECE'NFCF)=ExFCE xF
(vie LE;Cc E) = [[E c[] E
i€l el



2.3. Quantificateur d’unicité

Pour tous ensembles F' C E, tout prédicat unaire A valide sur E, et tout € F,

reFs{z}cFe (JyeEr=yNyeF)e (VWeEr=y=yeF)
reF = ((VyeF Aly) = Alx) =3Iy € F, A(y))
Fc{zle (WeFa=y) = ((FyeFAly) = Alx) = (Vy € F, A(y)))
F={2}s (xeFAVyeFr=y) o WeEyeF&sSxz=y)

Voici 3 nouveaux quantificateurs: 32 (pluralité), ! (unicité), et 3! (“il existe un unique...”), qui
appliqués & R dans E ne dépendent que de F' = {z € E,R(z)} (comme 3 et contrairement & V) :

(Fz e E,R(1z) e F#0) < (FzeF 1) (Jre B {z} CF)
(22 € E,R(z)) & (I2: F) < (r,y e Foa #£y) © (3z,y € E,R(x) AR(y) Az #£y)
(lzre E,R(z)) < (:F) & —~(32: F) & (Vo,ye F,x =y) & Vx e F,F C {x}
Fze BE,R(x)) & A :F)e Bxe F,F C{a}) & (Fx e E,F ={z})
Fclz}=VweF,Fc{yls (I:F)
F:F)e (FL£OALF)
F#0=((Vy e F Aly)) = 3y € F, A(y)))
(I F) = ((Fy € F, A(y)) = (Vy € F, A(y)))
F={az}= (e FAly)) & Az) & Vy € F, A(y))

Une fonction f est dite constante lorsque !:Im f. La constance d’un uplet est la chaine d’égalités:
r=y=z&l{zyzte(z=yA(ly=2)=>z=-=z

Traduction des opérateurs en prédicats

Dans une théorie générique, tout symbole de foncteur 7' est remplacable par un symbole de
prédicat R (ot 2Ry < (y = T(x))) avec axiome Vz, 3y, xRy, non dans les termes mais dans toute
formule A(T'(z)) (ou « est un terme) par (Jy,zRy A A(y)), ou par (Vy, zRy = A(y)).

De méme, tout prédicat R tel que Vx, ly, x Ry définit implicitement un symbole d’opérateur T tel
que Vz,y, T(x) = y < xRy) (traduisible par R dans toute formule). Cela s’étend en arité supérieure.

En théorie des ensembles, ces régles briseraient la distinction entre énoncé et formule. A leur
place, introduisons un nouvel opérateur e, valide sur la classe (Ens(E) A 3! : E) des singletons, qui en
extrait 1’élément, suivant axiome (Va,e{x} = x) qui s’écrit aussi (Ens EA3!: E) = eF € E.

Alors pour tout prédicat unaire A, A(eF) < (3z € E, A(x)) & (Vo € E, A(x)).

Opérateur conditionnel
Comme le connecteur de méme nom, il choisit entre deux objets z,y suivant le booléen A:

(A= zly) = (y,2)a=elz € {z,y}[A > 2 =2|2z=y}

de sorte que pour tout prédicat R, R(A — z|y) & (A — R(x)|R(y)). Combiné & des structures, il est
le moyen naturel de définir tout autre para-opérateur structurant (comme celui traduisant les booléens
en objets), rendant inutile I'inscription directe de ceux-ci au langage d’une théorie.

2.4. Propriétés des fonctions

On définit la composition des fonctions f: E — F et g: F — G par go f = (E 3 x — g(f(z))).
De méme avec h: G — H, hogo f = (hog)of =ho(gof)=(FE 3z~ h(g(f(x)))) et ainsi de suite.
La fonction identité sur un ensemble E se définit par Idg = (F 3 = — z). La restriction d’une
fonction f & A C Dom fest fla = (A > 2+ f(x)) = folda (donc Gr(fja) = (Gr f)|a, et fipom s = f)-
L’image directe et 'image réciproque d’un ensemble par f : E — F, se définissent par

ACE= flA] = f(A) =Im(fla) = (Gr f)«(4) = {f(2)[x € A} CTm f
F7(B) = ("Gr f)u(B) = {x € El|f(x) € By = | f*(v)

yeB

= (&f)y) = r({y}) = {z € Elf(x) =y}



Si A C F alors f*(CrA) =Crf*(A). Pour toute famille d’ensembles (4;);er,
(A =) 1A
iel iel
Un graphe R C FE x F est dit fonctionnel s’il est le graphe d’une fonction:
R=Grf= (Vx€E,!: ﬁ(m)) s Vr,yeGro=y=>x1=y1)=R= Gr(eﬁ)
R = (DomR) 5> z eﬁ(z))
(z,y) € Gr f & (x € Dom f Ay = f(x))
Pour tout f: E — F, tout R C E x F et toute fonction g,

GrfCReVzeE, f(x eﬁ
GrfCGrg(:)((ECDomg)/\f—g|E)

On dit que f est injective (ou : une injection) et on note Inj f si !Gr f est un graphe fonctionnel:
(Ve FL: f'(y) & (Vo' € B, [(2) = f(@)) =2 =2)) & (Va,2' € Bya £/ = f(z) # [(&'))

On définit alors son inverse par f~! =ef® = (Im f 3 y — ef*(y)) de sorte que Gr(f~!) =!Gr f.

Une fonction f: E — F est dite bijective (ou une bijection) de E sur F, et on note f : E <> F si
elle est injective et surjective: Vy € F,3!: f*(y), auquel cas f~!: F < E.

Une permutation (ou transformation) est une bijection f : E + E.

Proposition. Soient deux fonctions f: E — F et g: F — G.

Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

Si g o f est injective alors f est injective.

Im(go f) = g[Im f] C Img.

Im(go f) =G =1Img =0G.

Imf=F=1Im(gof)=Img, desorte que ((f : E—»F)AN(9: F -+ G))= (gof:E— Q).

Preuve:

L (Inj f AlInjg) = Va,y € E,g(f(x)) = 9(f(y) = f(z) = f(y) =z =y.

2. Va,y € B, f(z) = f(y) = g(f(x)) = (9(f(y)) = = =y.

3.VzeG,ze€Im(go f) & (Fx € E,g(f(x)) =2) < (Jy € Im f,g9(y) = 2)  z € g[Im f].

Puis, 3. = 4. puis 3. = 5. g

Gk oo =

Proposition. Vg: F — G, Injg= (Vf,f : E—> F,gof=gof = f=f)= (InjgV E=0).
Preuve: go f=go f' & Vz € E,g(f(z)) = g(f'(x)) = Ve € E, f(x) = f'(x) = f= [,
Vy,y' € Fog(y) = g(y') = go(z—y)=go(r—y )= (VreEy=y) s (y=y VE=0). O

Proposition. Soient f: E — F et Domg = F. Alors
gof=Ildgs (VxeE,YyeF, f(x)=y=g(y) =x)
& (GrfC'Grg) & (WeF f*(y) c{gw)})
& (Vre B f(z)€g*(x) & IjfAgms=F")
= E ClImg
(9g:F - EAgof=Idg)=(Imf=F&hjgs fog=Idr < g=f1).
Preuve de la dernie¢re formule: (InjgAgo fog=goldr) = fog=Idp. O

Proposition. 1) Si f, g sont injectives et Im f = Dom g, alors (go f)~' = f~tog™ L
2)Sif,h:E—Fetg:F — Ealors(gof=IdgAhog=1dr) & ((9: F< E)Af=h=g"1).

Preuve:

1) Vz € Dom f,Vy € Img, (go f)(z) =y & f(x) =g~ (y) & x=(f"1og™)(y).

Autre méthode: (go )"t =(gof) togogt=(gof) togofofltogt=flogt

2) On déduit f =hde f=hogo f=h,oude Gr f C ‘!Grg C Grh; le reste est évident. a

Points fizes; fonctions idempotentes

L’ensemble des points fixes d’une fonction f est Fix f = {& € Dom f|f(z) =z} CIm f. On a
Imf CFixg< (Imf CDomgAgo f=f)
Imf=Fixf< (Imf CDomfAfof=f): une telle fonction f est dite idempotente.
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2.5. L’axiome des parties; produit et puissance

Voici trois nouveaux opérateurs entre ensembles, désignant certaines classes R comme ensembles
K avec I’axiome (V parameétres ),Va,x € K < R(x), mais non justifiables par le principe de génération
des ensembles (les Vx n’étant pas traduisibles en formules ensemblistes).

Le formalisme traditionnel de la théorie ZF garde ces K hors du langage, liés par (3K), laissant les
Vi comme quantificateurs ouverts Vg, et les autres usages de K abréger (3K, (Vz,x € K & R(z))A...)
contenant aussi Vr. Notre approche distinguant énoncés et formules nécessite I'ajout de ces opérateurs
au langage ensembliste fondamental.

Axiome des parties. Vg, E,VF,F € P(E) < (Ens(F)AF C E).
On abrégera aussi € P par C dans les symboles liants: (VA C E,---) < (VA € P(E), ).
Théoréme de Cantor. Aucune fonction f : E — P(E) ne peut étre surjective.

Preuve: F={zc Elx ¢ f(z)} = Ve e E,xc Fézec f(x)= Ve € E,F# f(z))=F¢Imf O

(Le paradoxe de Russell peut se voir comme un cas particulier).

L’axiome des parties identifiant P(E) a la classe des parties de E, veut signifier que cette classe
est un ensemble, donc fixe si 'univers croit. Donc supposer 'univers assez grand pour contenir toutes
les parties possibles de E, et donc le “vrai” P(E). Mais formellement, sa détermination de P(E)
dépend de l'univers. Aucun axiome ne peut exclure 'existence de parties de N (ou autre E infini)
qui échappent & l'univers étudié (pouvant appartenir & un univers plus large avec son foncteur P de
valeur différente sur le méme E). En effet, la preuve du théoréme de complétude donne a toute théorie
axiomatique consistante un modele fait d’objets extérieurement numérotables (une construction plus
fine peut en plus lui donner le “vrai” N). Cette méta-numérotation épuise le P(N) interne mais ne
peut pas épuiser le P(N) externe d’apres le théoreme de Cantor, ce qui prouve leur différence.

Ensemble puissance. Pour tous ensembles E et F, la classe des fonctions de FE dans F est un
ensemble noté F¥: pour tout f, fe F¥ < f: E — F.

Produit d’une famille d’ensembles. On systématise les produits finis en un symbole liant unique
applicable a toute famille d’ensembles méme infinie:

Yo,z € HEl < (App(z) ADoma =1 AVi€ I, x; € E;).
i€l

Pour tout i € I on appelle i-iéme projection, la fonction m; de [[,.; E; dans E; qui évalue toute
famille z en i : m;(z) = z;. Cest 'évaluateur de fonction vu comme curryfié dans I’ordre inhabituel.
Ces trois opérateurs sont “équivalents” (définissables les uns par les autres): notant B = {0,1},

P(E) = {{z € E|f(z) = 1}|f € B"}

FP=J[ F={cRIRC Ex FAVze E,3: R(z)}
zelE

[[Ei={ze(JE) VielaicE)={cRIRC[[EAVeeE3: R)

iel iel i€l

Meéme certains cas sont exprimables au moyen des outils précédents:

Flb = {{a} sz yly € F} FO = {0} P({a}) = {0,{a}}
FEOP = {((EUE) 32 (v € E > f(x)lg(x))|(f.9) € F¥ x F¥'}
GielLE;=0)=][E:=0 (VieI,3: E) = [[ B = {(Ei)icr}
el el
et de méme on peut formuler [];.;; Es.
Si F C F' alors P(F) C P(F'), FE C F'" et (Vie LE; C E)) = [[ B c [] E!.

i€l i€l



Proposition. Pour tout f: E — F,
Imf=F=MIjG>g—gof)=Imf=FV!:G)
(IjfAG#D) = {goflgeGF}=GF = (InjfV!:G)
(ECFANG#0)={grlge G} =G"
(InjfANE#0)=3ge E gof=1Idg

Preuves :
Inf=F=(gof=gofe(VreEyg(f(z)=g((2) e (VyeFgly =9 eg=7)).
Vz,2 € G,(y— z)of=(y— (yeImf — z|z") o f donc Inj(g— go f) = (z=2VImf=F).
Ve GVheGEP Injf= (Foyr— (ye€Imf = hof Y (y)|z))of=h.
Vo€ E\Vz, 2 €G, g€ GF gof=(y— (y=a— 2[2'))
=Wy e (fly)=fz)=g9(fly)=2= (y=2Vvz=2))
Les dernieres formules se déduisent de la deuxieme comme cas particuliers. |
Pour tout f: E — F, notons f5 : P(F) — P(E) la fonction définie par f*. Alors (par G = B)

Inj f & Im f;. = P(E))
Im f=F & Inj fr

La fonction f, = (P(E) > A — f[A]) a pour image P(Im f) car VB C Im f, f[f*(B)] = B.

La plupart des mathématiques courantes (dont la physique) peuvent se fonder sur I’ Arithmétique
du second ordre n’accepte que N et P(N), refusant P(P(N)). En effet P(N) permet de spécifier N (par
la propriété “toute partie non vide a un plus petit élément”) et de construire R. Les suites récurrentes
sur E peuvent se définir au moyen de P(N x E) ou de EN, or P(N)Y est représentable par P(N). Puis
Putilité de P s’estompe apres quelques VX C P(N) (d’usage souvent contournable); seulement pour
interpréter une théorie dans un univers I, une méta-théorie utilise en gros P(U"); sans N on a besoin
de P(P(E)) ou de E¥ pour définir la finitude d’un ensemble E et reconstruire N si E est infini.

La relativité du sens de P qui rapporte en formules ensemblistes sur des objets donnés, des
indécidabilités qui sinon ne seraient que celles d’énoncés (liées au flou sur 1’étendue de 'univers),
est la clé de bien des paradoxes des fondements des mathématiques. Ainsi s’explique comment la
prouvabilité peut étre indécidable: elle dépend de N (ou du concept de finitude) qui peut peut varier
suivant le modele car la caractérisation de N dépend de P(N) qui n’est pas définissable dans 1’absolu.
D’ou l'intérét de systémes axiomatiques forts comme ZF enrichissant certains ensembles, de parties
qui pourraient étre ignorées d’univers plus petits; et donc résolvant certaines de ces indécidabilités.

Pour simplifier, notre théorie des ensembles fondatrice acceptera ’axiome des parties dans tous
les cas, avec 'axiome de l'infini (existence de N ou d’un ensemble infini).

2.6. Propriétés des relations binaires sur un ensemble.

Une relation binaire sur E est une relation R C E x E. Notant x R y < (x,y) € R et sous-
entendant le domaine E des quantificateurs, elle sera dite
réflexive & Vo, xRz
antiréflezive < Vx, -(z R x)
symétrique & R='R
antisymétrique < Va,y, (t RyAyRz)=>2x=y
transitive & Vz,y,z, @ RyAyRz)=2 Rz
Toute relation binaire transitive et antiréflexive est antisymétrique.

Un préordre est une relation binaire réflexive et transitive. C’est un ordre s’il est antisymétrique.
Un ensemble E muni d’un préordre (resp. ordre) R (implicitement un couple (E, R)) est un ensemble
préordonné (resp. ordonné), et alors

Va,y, ct Ry Vz,(z Rx = z Ry)
ie. ny<:><}_%(SC) C <E(y)

Preuve: La transitivité se réécrit V,y, x Ry = Vz, (2 Rz = z Ry). Puis, R étant réflexive,
Va,y, (Vz,z Rz =2Ry)= (xRx=xzRy)=2zRy. O

Une relation d’équivalence est un préordre symétrique. Alors Va,y, t Ry < Vz, (2 Rx < 2z Ry),
ie.z Ry & T%(x) = <E(y)

Preuve : Vz,y, s Ry< (t RyAy Rz) & (?(m) C <R(y) A <E(y) C <E(ﬂc)) & (?(m) = <R(y)) O
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Note. Si R est réflexive et Vx,y,z,(x Ry Az Ry) = z R x alors R est une relation d’équivalence.
Preuve : on vérifie la symétrie: Vz,y, (xt Ry Ay Ry) = y R x. La transitivité en découle. O

Exemple. Soit A C EF et R = Usea Gr f. Alors
(Idg € A) = R réflexive
(Vf,ge A,go f € A) = R transitive
(VfeA f:E+~ EAf!eA) = Rsymétrique
2.7. Bijections canoniques

Pour tous objets x, y on dira que x détermine y s’il existe un foncteur invariant T tel que T'(x) = y.
Alors on peut utiliser  dans le role de y, en remplagant y par T'(z) dans chaque expression. Ce prédicat
est un méta-préordre sur I'univers.

On appelle bijection canonique entre deux ensembles E et F' une bijection définie par un foncteur
invariant. Elle sera dite bicanonique si son inverse est canonique. On notera F = F (resp. E = F)
s’il existe une bijection canonique (resp. bicanonique) de E sur F, pour sous-entendre le terme qui la
définit. C’est un méta-préordre entre ensembles, préservé par constructions: par exemple si £ = E’
et F F' alors Ex F 2 E' x F' et FF = F'F'_ 1] aura souvent une allure d’identité remarquable car
I'existence d’une bijection entre ensembles finis implique 1’égalité de leurs nombres d’éléments.

La transposition des couples (E x F = F x E) s’étend aux graphes (P(E x F) = P(F x E)) et
aux opérations: GE*F = GF*F ou on transpose f € GF*I suivant 'f (z,y) = f(y, ).

Les bijections canoniques non bicanoniques viennent généralement de foncteurs invariants non
injectifs: B = P(E), {z}¥ = {2z} et F x {z} = E, tandis que {z} x E = BE{*} et E= {0} x E.
Somme d’ensembles, somme de fonctions

Le foncteur [, convertissant (El)lej en graphe S = [, ; E;, définit [[,.; P(E;) = P(S). Son
1nverseSDRl—>1_%>1— IBZ»—>I_?> )) dépend de I.

En particulier pour deux ensembles Eet Fona (P(F)f>2P(ExF).

On définit la somme sur I des fonctions f; ou Vi € I, E; = Dom f; par

[I7i= (5@ 2) > fil)
icl
f=1]fe Domf=Snviel, fi= T@) =rfog) ouji=(E >z (i,2))
iel
D’ou les bijections canoniques (bicanoniques si I = Dom S, donc si E # () dans le cas I X F)
[[ro=r ]I Fon =11 F
i€l icl z€B; ceS
(FEY = pIxE (ExF)xG=ExFxG
(fi)ier € (FE)Y =[G fi cPUX (ExF))=P((I x E)x F) > Gr[[ fi
icl icl
Produit de fonctions ou recurryfication
La transposition échange les deux manieres R et R currifier une relation, donnant une bijection

(P(F))¥ < (P(E))F de seul parametre F' (et E pour I'inverse, pour retrouver le domaine).
De méme pour les opérations : si I # 0, (FF)! = (F!)¥; laissant F dépendre de i € I,
[[EF ="
iel i€l
Cette bijection, arrivant dans le produit des ensembles d’arrivée comme une somme de fonctions
partait de la somme des domaines, se nomme produit des fonctions f; € FE:

[1f=(E>z (fi(x))icr)
i€T
Vi, f=]]fie @omf=EAVicl, fi=mof)
€%
Domf=Domg=FE= fxg=(E3z~ (f(x),9(x)))
TP x F¥ ~ (I x F)¥

H H Fy(o) =~ (H Fy)¥

¢pelF z€E icl



2.8. Relations d’équivalence et partitions

Familles-partitions

Pour toute fonction f : E' — F, le foncteur f°® définit une famille f3 de parties de E indexée par
F'. En particulier on notera encore f* abusivement pour désigner la famille de parties non vides f}, Iz
appelée la famille-partition de E associée a f. De fagon équivalente, une famille-partition de E est
une famille de parties A; C F pour ¢ € I, non vides, deux a deux disjoints et dont 'union est E.

Preuve. Les A; sont deux & deux disjoints ssi le graphe ‘][, A; est fonctionnel:

i€l

Vi,jel,i#j=ANA;=0)eVi,jel Ve e E, (i#j= ~(xec A Nz e Aj))
SVreFEliel,xeA;

(On peut aussi noter que = € f*(y) N f*(z) &y = f(z) = 2).
Puis (f: E— 1) = ((E = U,¢; f*(@) A (Viel,ielmf< f*@1) #0)). O
Toute famille-partition est injective : i # j = (A4;NA; =0 # A;) = A; # Aj.

Relation d’équivalence associée a une fonction
Tout f : E — F définit une relation d’équivalence sur E par Vz,y € E,x 7 y < flz) = fly),

autrement dit 7 = f®of = ? Ses propriétés de réflexivité, symétrie et transitivité sont évidentes;

Pautre formule s’obtient ainsi: (Domg = Im fAInjg) = (Vz,y€E, f(x) = f(y) < g(f(x)) = g(f(v)))-
Or f* est injective. Donc x 7Y & f(flx)=r(fly) & ‘rf?(x) = ?(y)

Théoréme. Vf: E —» F\Vg € GE (Vz,2' € E, f(z) = f(2') = g(z) = g(z')) = Ih e GF,g=ho f.

Preuve. Le graphe H = Im(f x g) est fonctionnel : V(y, 2),(y',2') e Hyy=9y' = z = z.
Puis, DomH =Im f = F. Enfin, g=ho f & (V(y,2) € H,z = h(y)) & H C Grh. O
Finalement, h + h o f est bijective de G¥' vers {g € G¥| " C ~}, avec Injh < (? ~).
g , g
Partition, surjection canonique

Une partition de E est un ensemble de parties de E non vides, deux a deux disjoints et dont
l'union est E. C’est I'image de toute famille-partition: P =Im f* = Im(f*® o f).
Pour toute relation binaire R sur E, si P =Im R alors

Ry) e (VreEVAcPrecAe Rx)=A) < 1dp = R*

(Vz,y € E,x € <}_B(y) & <}_%(95) =
donc si R est une relation d’équivalence alors P est une partition.

Réciproquement pour toute partition P de F, 3!1R C Ex E,1dp = ‘R* donc P=Dom R* =Im R
donc R est une relation d’équivalence (qu’'on peut définir par z Ry < (3A € P,z € ANy € A)).

Il y a ainsi bijection canonique entre partitions de E et relations d’équivalence sur E.

La partition Im R associée a une relation d’équivalence R sur E est appelée le quotient de E par
R et notée E/R et la fonction R est appelée surjection canonique de E sur E/R. Pour tout z € E,
I’élément R( ), unique élément de E//R contenant z, est appelé la classe de x par R.

Pour toute relation d’ equlvalence R C ~ sur Domg, on note g/R = eIm(R xg): E/R —» Img,
de sorte que g = (g/R) o 7. !

Plus généralement si R = ? alors f* : Im f < E/R, peut faire jouer & Im f le role de E/R, avec

2

f en guise de surjection canonique. Le nom de “quotient” vient de son rapport au produit, voyant la
projection F X F — E dans le rdle de surjection canonique si F' # .

2.9. Axiome du choix

Axiome du choix (AC). II s’énonce Vg,s X, ACx, ott ACx désigne les énoncés équivalents
1) Tout produit sur X d’ensembles non vides est non vide : (Vr € X, Ay # 0) = [[,cx Az # 0.
2) VeasE,VR C X x E, (Vo € X,3y € E,xRy) = (3f € EX Vx € X,zRf(x)).

3) Pour toute fonction g : E — X,3f € EX go f = Idx.

1) = 2) avec A, = K(x); 2) = 1) avec R=[[,cx A, et E = ImR.
2) = 3) par R ="'Grg; ou 1) = 3) par 4, = ¢*(x).
3)=2): Immp=DomR=X=3f € RN, mpo f=1dx doncVz € X, f(z) = (z,7'(f(2))) € R. O
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Théoréme. Les énoncés suivants sont équivalents a I’axiome du choix:
4) Pour tout ensemble E d’ensembles, ) ¢ E = ([[4cp A) # 0.

5) Pour toute partition P d’un ensemble E, 3K C E.VNAe P,3: KN A
6) Pour tous ensembles E, F,G et tout g : F —» G,{go f|f € FF} = GF.

Preuves: 1) = 4) est évident ;

4)=5): (heluep AANK =Tmh) = (K C EAVA€ P,{h(A)} = K N A)

care € KNA=3BePux=h(B)c AN B donc A =B.

5) = 3) : Soit P =TImg°. Alorsf:(XBxHe(Kﬂg'(x))):gl_Kl = go f =Idx.

ACp2) = 6): Vhe GF,(Vx € E,Jy € F,g(y) = h(z)) = (3f € FE Vz € E, g(f(z)) = h(z))
ACg3)=6): Jie FY goi=Idg AVh e GEliohe FENgoioh=h.

6)=3): E=G=1Idg € {go f|f € FF}. a

Notes: 4) = 1) est aussi facile : O ¢ {A;|i € I} = E, puis f € [[4cp A= (f(Ai))ier € [Lics Ai
Le 6) a une réciproque : (Domg=FAE # 0 A{go f|f € FE} =GF)=Img=G.
On verra que ACyx est démontrable si X est fini.

Un grand succes de la logique mathématique est la preuve (inabordable ici) de I'indépendance de
I’axiome du choix : chaque univers ou il est vrai en contient un autre ou il est faux, et inversement.
Dans tout univers, le sous-univers des objets “constructibles” (en un sens subtil formant un univers)
ayant dans chaque ensemble non vide un “premier objet construit”, satisfait I’axiome du choix.

Les contre-exemples possibles a ’axiome du choix sont des familles d’ensembles dont une infinité
sont dépourvus d’outil de choix. Ces derniers sont principalement les ensembles a plusieurs éléments
purs et les ensembles infinis de parties inconstructibles de N. Ainsi AC peut étre faux sur la partition
de P(N) formée des {B C NJAAB est fini} pour tous A C N, méme si ACy est vrai.

AC étant intuitif et aux conséquences généralement plus utiles que son contraire (& spécifier), est
habituellement admis pour les questions qui en dépendent. Mais bien des questions n’en dépendent
pas, ou peuvent se résoudre par un axiome plus faible comme ACy. Contrairement a ’axiome des
parties, 'axiome du choix ne sera pas nécessaire au présent exposé des fondements des mathématiques.

2.10. Notions sur les ensembles ordonnés

Pour toute relation binaire transitive R on note t Ry Rz < ((rt Ry)A(y R z)) = x R z. Une
relation d’ordre x < y peut se lire “x est plus petit que y”, “x est inférieur a y”, “y est supérieur a z”
ou encore “y est plus grand que x”.

Deux éléments x et y sont dits incomparables lorsque =(z < yVy < x). (Ceci implique que x # y).

Pour tout préordre (resp. ordre) R C E X E, sa restriction RN (F x F) & une partie F C E est
un préordre (resp. ordre) sur F. Ainsi toute partie d’un ensemble ordonné est ordonné.

Tout ensemble d’ensembles est naturellement ordonné par la relation d’inclusion.

Ordre quotient d’un préordre -
La propriété caractérisant un ensemble préodonn (E,R), Ve,y € E,x Ry & R(z) C

é R(y)
indique qu’il est modélisé & travers R par I’ensemble Im R ordonné par C, avec

x%y@(ﬁ(x)Cﬁ(y)/\ﬁ(y)Cﬁ(w))@(wRy/\ny)

de sorte que R est injective si et seulement si R est un ordre; et la relation C dans Im R est une copie
de l’ordre quotient du préordre R sur I'ensemble E/(RN'R).

Sur chaque ensemble (ordonné) E, on n’utilisera généralement qu'un seul ordre noté <pg, ou
abusivement <, ce qui serait justifiable en définissant les ensembles ordonnés comme ensembles
d’ensembles, ordonnés par C, ignorant leurs éléments et autres parties.

fonctions croissantes, décroissantes, strictement croissantes

Entre deux ensembles ordonnés E et F', une fonction f : F — F sera dite :
— croissante ssi Va,y € B,z <y = f(z) < f(y)
— décroissante ssi Va,y € E,x <y = f(y) < f(x)
— strictement croissante ssi Va,y € B,z <y < f(x) < f(y)
— strictement décroissante ssi Vr,y € B,z <y < f(y) < f(z).

Toute composée de fonctions croissantes ou décroissantes, est croissante ou décroissante suivant
que le nombre de fonctions décroissantes est pair ou impair.
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Toute fonction strictement croissante ou strictement décroissante est injective.
Si f € FP et g € EY sont toutes deux croissantes (resp. toutes deux décroissantes) et go f = Idg,
alors f est strictement croissante (resp. strictement décroissante).

Ordre sur les ensembles de fonctions
Pour tous ensembles F, F ot F' est ordonné, 'ensemble F'¥ est ordonné par

f<ge (VxekE, f(z) <g())

Alors, Vh € E¢, f < g= foh < goh, autrement dit f — f o h est toujours croissante.
Si F et G sont ordonnés et u € G est croissante (resp. décroissante) alors F¥ > f s uo f € GF
est croissante (resp. décroissante).

Dans tout ensemble ordonné E, une fonction f € E¥ est dite extensive ssi Vo € E,x < f(x), i.e.
Idg < f. La composée de deux fonctions extensives est extensive.
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