Chap.7 :

Le corps des nombres réels

1 Inventaire des propriétés de QQ

On imagine que quelque part on a construit N, puis Z, puis Q, jusqu’a arriver a énoncer le théoreme
suivant, que nous admettrons ici.

Théoreme 1 : Q est un corps commutatif totalement ordonné, archimédien et ne possédant pas la
propriété de la borne supérieure.

Nous allons nous contenter ici de donner quelques explications concernant ce théoreme.

1.1 (Q,+, x) corps commutatif

(1) (Q,+) groupe abélien d’élément neutre 0.
(2) (Q—{0}, x) groupe abélien d’élément neutre 1.
(3) x est distributive par rapport a +.

1.2 Corps totalement ordonné

On sait que Q = (¢ :a € Z,b € N*
On définit Q" = {¢ :a € N,b e N
et Q" ={-z,z€Qt}

Il est clair que :

(1)Q*UQ~=Q

(2) Q" nQ~ = {0}

(3) QT est stable par addition et la multiplication.

Relation d’ordre :

Définition 1 : Soit (z,y) € Q?
x<yssi(y—x)eQr

— Il est clair que < est une relation d’ordre sur Q
— L’ordre est total : V(z,y) € Q*, s <youy <=z
— Compatibilité avec les opérations :

(*) avec I'addition :

Sia<b alorsVeeQ,a+c<b+c

(**) avec la multiplication par les nombres positifs :
Sia <b, alors Ve € QF, ac < be



1.3 Q est archimédien

VeeQ,VyeQy,IneN,ny>a

[Aussi grand que soit x et aussi petit que soit y, on arrive toujours a «manger» x & condition d’y
employer un nombre suffisant de y].

1.4 Q ne possede pas la propriété de la borne supérieure

Définition 2 : (F, <) ensemble totalement ordonné.
E posséde la propriété de la borne sup ssi toute partie non vide et majorée de E posséde une borne
sup.

(Q, <) ne possede pas cette propriété :

En effet, soit A ={z € Q" | 2? < 2}

A est non vide et majoré, par exemple par 1, 5.

Si A avait une borne sup x, on aurait 2 = 2, ce qui est impossible, en voici d’ailleurs une démonstration
par 'absurde.

SidreQf,2?2=2

On peut supposer x = ¢ irréductible, a € N*, b € N*.

On a (%)2:2z>a2:2b2

= a? est pair

= a est pair (si a était impair, a® le serait)

= a? est divisible par 4

= 2b? est divisible par 4

= b? est divisible par 2

= b est pair

Contradiction, car a et b sont tous les deux pairs, donc la fraction # n’est pas irréductible.

2 Suites convergentes, suites de Cauchy

2.1 Notion de convergence d’une suite

Prenons a priori (u,) une suite rationnelle, mais tout ce que nous racontons dans ce paragraphe sera
vrai plus tard avec des suites réelles, ou complexes, quand nous saurons ce que sont les nombres réels, et
les nombres complexes.

Définition 3 :
lim w, =1 ssi Ve > 0,3ng € Nyon > ng = |u, — | <e

n—oo

Exercice 1 : Unicité de la limite

2.2 Suites de Cauchy

>
Définition 4 : (u,) est une suite de Cauchy ssi Ve > 0,3ng € N, 7;;%0

} = |Un+p_un| S g

Théoreme 2 : Toute suite convergente est de Cauchy



Démonstration : en exercice

Théoreme 3 : La réciproque est fausse dans Q

Démonstration : Soit u, le plus grand des rationnels x comportant n chiffres apres la virgule tel que
2
T < 2.

On a donc :
UOzl

u =1,4
uy = 1,41
uz = 1,414

uy = 1,4142 ete.
— (uy,) n’est pas convergente dans Q car,

si lim u, = l,alors [* = 2 impossible.
— (uy,) est de Cauchy
Soit € > 0
Choisissons ng € N tel que 107 < ¢
[ca existe, car Q est archimédien]
et soit n > ng, p >0
up, = 1,4142 x x...x (n chiffres)
Uptp = 1,4142 X X... x X X ...x (n + p chiffres)
donc |upqp — uy| < 107" <107 < ¢

3 Construction de R

4- 0 Remarque préliminaire :
On va utiliser ici de fagon cruciale 'axiome de 1’ensemble des parties, ou de la prise de parties (en
anglais : Power Set), qui est 'axiome 8 de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel.

Axiome 1 :VzIyVz (z Cx = z € y)

Conséquence immédiate : D’apres le schéma de compréhension, on peut maintenant parler de 1’en-
semble des parties de x, qui est défini comme un sous-ensemble de .

Définition 5 : P(z) ={z:2 C x}

L’important pour nous, ici, est que nous allons pouvoir parler de 'ensemble P(Q), ensemble des
parties de Q.

3.1 Notion de section commencgante ouverte

Définition 6 : On appelle section commencgante ouverte de Q tout ensemble S C Q vérifiant les 4
propriétés suivantes :

(1) S #0

(2) S#Q

(8)Vee S, y<zx=yes

(4) S n’a pas de plus grand élément, i.e. Vx € S, Jy € S, x <y



Dessin :

3.2 Nombres réels

Définition 7 : On appelle nombre réel toute section commencante ouverte de Q, et on note R ’ensemble
des nombres réels.

On a donc

R={XePQ : X#0et X #QetVz e X,VyeQ,(y<z=y e X)

et Ve e X, 3y € X,z <y}

[ R existe d’apres la remarque préliminaire et le schéma de compréhension |.

Remarque 1 : Soit x €
L’ensemble |—o00, [, = {y € Q | y <z} est une section commengante ouverte de Q, donc un nombre
réel.

On décide d’identifier Q a une partie de R, et tout rationnel avec I’ensemble des rationnels qui le
précedent.

Remarque 2 : Il n’est pas indispensable, dans cette théorie, de supposer que les sections commencantes
qui définissent les nombres réels soient ouvertes. On l’a fait ici uniquement dans un souci d’unicité.

En effet, s’il est clair que le méel /2 est égal a la section commencante }—oo, \/5[(@, le nombre réel %
pourrait aussi bien s’écrire }—oo, %[ que } —00, %} )

Cette ambiguité ne concernant qu’une famille dénombrable de nombres réels, on trouvera dans certains

ouvrages la définition suivante :
R={XePQ : X#0 et X #QetVz e X, VyeQ,(y<z=ye X)}

Remarque 3 : La construction initiale de Dedekind s’effectuait a l'aide des «coupures» de rationnels.
On appelle coupure de Q toute partition de Q en 2 sous-ensembles A et B tels que :
(1) A#0
(2) B+
(3)Vr € A,Vy € Byx <y
et on appelle R l’ensemble des coupures.

Nos sections commengantes ne sont, bien sir, que les «parties gauches» des coupures de Dedekind.

Définition 8 : On définit une relation d’ordre < sur R par :
S,8eR, S<5 ssi ScS

La vérification du fait que < est une relation d’ordre sur R est immédiate [les propriétés sont induites
par celles de l'inclusion dans P(Q)].
Dans toute la suite, on utilisera indifféremment les notations < ou C .

Théoréme 4 : (R, <) est totalement ordonné.

Démonstration : Soient S, 5" € R
— Si S C 9, tant mieux.
— Sinon, 3z € S, z ¢ S’
Soit y € 5" :six <y, alors x € ' faux
donc y < x
et doncy € S
d’'ou S C S, CQFD.



3.3 Opérations sur R
3.3.1 L’addition

Définition 9 : Soient S,5' € R
Onpose S+ 5" ={z€Q:3x €S,y S z+y=-=z}

Propriétés de I’addition

a) + est une loi interne : V(S,5") € R, S+ 5 R

Démonstration : (1) S+ 5" # ) trivial

(2) S+S5 #Q:

S#Q,donc IJr € Q,x ¢ S

S"#Q, donc I’ € Q, 2" ¢ 5

posons z = x + '

SizeS+ S5 alorsz=y+y avecye S,y €5
Onaz+2'=y+vy

donc I'une au moins des inégalités x < y ou 2’ < 3/ est vraie.
par exemple z < y

mais ¢ S, donc y ¢ S, contradiction.
B)VzeS+5,t<z=teS+5:
z=x+4+y,xeSyes

posons z —t =¢, on a ¢ € Q*, donc § € QF

¥=x—-=5

On pose 2
P { Yy =y—3
/ I < /
(4)VzeS+9,3HeS+5,2<t:
Z:x+y,xes,y€5"
d' e S\’ >«
e Sy >y
Soit t = 2’ + ¢/
OnateS+Sett>z

B) + est associative : V(S5,5,5") e R} (S+5)+S5"=S+ (5 +95")

Démonstration : laissée en exercice
[ T suffit d’écrire, en utilisant 'associativité de 'addition dans Q .

v) + est commutative : V(5,5) eR* S+ 5 =5 +8

Démonstration : C’est trivial.



§) Elément neutre : Onpose 0={r € Q |z <0} =Q* = ]—00,0[g
Il est clair que 0 € R
Soir S € R
S—l—@z{x—l—y:xES,yEQi}
Montrons que S +0 =S :
—S5+0cs
Soit z € S+ 0
z=x+yx €S yeQ-
donc z<x=2€5
—SCcS+0
Soit x € S
On sait dy € S,z <y
donz=y+uu<0
donc z € S+0

¢) Elément opposé :

Remarque 4 pz‘élirr}inaire : du fait que ordre est total, on a
VSeR,SC0O0oulCS

SeRTssiOCS

SER ssiSCO
L’antisymétrie prouve que Rt "R~ = {0}

La totalité de I'ordre prouve que Rt UR™ =R

On dira que{

Définition de I'opposé : Soit d’abord S € R™

posons T' = S\0

— SiT =0, alors S =0

On pose alors opp(0) = 0

— Si T # (), alors T contient une infinité de rationnels

[ en effet, si 7" = {0}, alors S = |—00,0], 0 serait le plus grand élément de S, absurde

donc T contient au moins un rationnel non nul, soit x, et donc tous les rationnels compris entre 0 et
x, soit une infinité |.

Soit T = {—=z,z € T}
On pose S* = 0\T"



Si S* n’a pas de plus grand élément, on pose oppS = S*
Si S* a un plus grand élément w, on pose oppS = S* — {w}
Il est alors clair que oppS € R.
On vérifiera en exercice que :
(1) L’application
opp: Rt — R~
S — oppS
est une bijection de Rt sur R™.
(2) Si on pose, pour tout S € R™, oppS = 'antécédent de S par 'application opp, on a
VS €R,S + oppS =0

Notation : désormais, 0 = 0 et oppS = —S

Conclusion : (R, +) groupe abélien.

3.3.2 La multiplication

— Définissons d’abord le produit de 2 réels positifs :
5,8 € Rt

Notons ST = S\0

St =50

et posons S x §' = Q* U{zy,z € ST,y e S}

On vérifie alors aisément que S x S’ € R

et méme que S x S’ € R

— On définit ensuite sur R la fonction «valeur absolue» :
SiSeRM|S| =S5
SiSeR,|S|=-S

— Cas général : S,5" € R
Le réel S x S" est le réel dont la valeur absolue est |S| x |S'], et dont le signe est obtenu par application
de la regle des signes.

Propriétés de la multiplication :

a) Par construction méme, on a bien :
V(S,8) eR? Sx S eR

et on vérifiera a titre d’exercice les propriétés suivantes :
b) V(S,5,8") e R}, (S x S') x §" =8 x (8 x 5"

c) V(5,5 eR? Sx 5 =5 xS

d) V(S,5,58") eR}, Sx (§+95")=Sx8+5x85"

e) Existence d’'un élément neutre pour X :
On pose 1 = |—o00, 1[5 = Q* U [0, 1[q
etona:VSeR 1IxS=S

f) Elément inverse :
VSeER,S#0,3STeR,Sx S 1=1
[ pour e) et f), raisonner comme pour I'addition, en remplacant + par x, 0 par 1 et — par : |



Conclusion : (R, +, X) corps commutatif

3.3.3 Compatibilité avec 'ordre

Il est immédiat de vérifier les 2 propriétés suivantes :
(M) SiS<SetsiTeR alors S+T <S5 +T
(**)SiS<SetsiTeR alors SxT <S5 xT

Conclusion : R est un corps totalement ordonné.

3.4 R est archimédien

Soit a démontrer que

VSeR,VI'e R, In e N,nT > S
— SiS € R trivial [prendre n = 0]
— 515 € R*,on pose T" =T\ {0}

S#Q,donc I eQ,t ¢ S

Le réel t n’est donc pas inclus dans S et donc S C t
Soit © € T'

Q étant archimédien,dn € N,nz > ¢

et donc nT > nx >t > S,CQFD.

3.5 R possede la propriété de la borne supérieure

Soit X une partie non vide et majorée de R
X ={S,iel}avecViecl,S;CM
On pose

iel
—- WeR:
(1) W # 0 trivial
2)W#Qcar WC Met M #Q
B)YVreWy<z=yeW:
eneffet, v € W= 3Jip e I,z € 5,
y<z=yec5S,

et doncyEUS,;:W

iel
Q) VeeW,Jye Wz <y:
en effet,r €e W = Jip e I,x € 5,
=3dyeS,,r<y
et y € W ,CQFD.

—-VSeX,S<W:
ie. Vie I, S; CW trivial

—Ve>0,JyeW,y>W —¢:



Sinon 3¢ > 0,Vy e W,y < W —¢
doncVie I,5; CW —¢
donc USZ-CW—e
iel

W Cc W — ¢, absurde.

Conclusion : R est un corps totalement ordonné, archimédien et possédant la propriété de la borne
supérieure.

Remarque 5 : Le procédé utilisé ici arrive a saturation des le 1" coup, c’est-a-dire que si on recom-
mence 'opération en considérant R’ ’ensemble des sections commencantes ouvertes de mombres réels,
on n’ajoute rien de nouwveau et R" = R.

4 Caractérisation de R

On démontre et nous admettrons que tout corps totalement ordonné archimédien et possédant la
propriété de la borne supérieure est isomorphe a R, I'isomorphisme respectant la relation d’ordre.

L’objet que nous avons construit au paragraphe précédent est donc unique a isomorphisme pres.

En particulier, la construction classique de R par les suites de Cauchy conduit au méme objet que
notre construction précédente.

Rappelons-en les grandes lignes.

4.1 Rappels d’algebre

Rappelons simplement le résultat fondamental suivant, dont on pourra trouver la démonstration dans
tout bon cours d’algebre commutative.

Théoréme 5 : A anneau commutatif unitaire, I idéal propre de A
A/l est un corps <= I est un idéal maximal.

4.2 Construction de R par les suites de Cauchy

Soit A I’ensemble des suites de Cauchy de rationnels, muni de I’addition et de la multiplication, dont
il est facile de voir que c¢’est un anneau CU, avec en particulier 0 = (0,0,0,...) et 1 = (1,1,1,...).
Soit I 'ensemble des suites tendant vers 0.

uw€l<«~— limu, =0

n—oo

Proposition 1 : [ est un idéal de A = SC(Q)

Démonstration : (1) La différence de 2 suites tendant vers zéro tend elle-méme vers 0, donc (I, +)
sous-groupe de A.
(2) Soit v € I et u € A, il faut montrer que uv € I.

Lemme 1 : Toute suite de Cauchy est bornée.



Démonstration du lemme : prenons ¢ =1
dng € N, 7;22760

En particulier Vp > 0,|tpgtp — Uno| < 1

iL.e. Yn < ng, [u, — tp,| <1

Le. Vn > ng,up, — 1 < up <y, +1

Notons o« = Min(ug, w1, U, .., Upg—1; Upg — 1)

et B = Max(ug, Uy, U, ..., Upg—1, Uny + 1)

OnaVvneNa<u, <3, CQFD.

= |Uptp — Uy <1

Démonstration du point (2) : Une suite de Cauchy étant bornée, le produit d’une suite tendant
vers 0 par une suite de Cauchy quelconque tend forcément vers 0, donc I est bien un idéal de A.

Théoréme 6 : [ est un idéal maximal de A = SC(Q)

Démonstration : Soit J un idéal de A contenant strictement 1.

Jue Juégl
le.
«on n’a pas lim u, = 0»
ie.
de > 0,Vn € N,3Im > n, |uy,| > ¢ (1)
n > ng

par ailleurs, (u,) est de Cauchy, donc Ing € N, p_> 0 } = [Untp — Un| < §

Appliquons la relation (??) a l'entier ny :
Im > no, [Uy| > €
et donc Vp > 0, [tpqp — Um| < §

Conclusion : Vp < 0, [tpp| > 5

Soit a > 0
n>mn
E|n1 S N, D Z 0
d’ou,si n > Sup(m,ny),p >0:

1 1

Un+tp Un,

= ’un+P _un‘ S aTE2

_ [tnsp—un]
[tn-tp|Tun]

’uner - un‘ S aT€2

|un+p| > 2 g2
un| > € = [Untp| - |Un] > §
1 4
[tntpl.|un] e?
et donc | L<0‘Tg2><%—0z
Un 3

donc la suite (t) est de Cauchy
1ecA

uej}:leJ:x]:A,CQFD.

Corollaire 1 : A/l est un corps.

Définition 10 : On pose R = A/I = SC(Q)/S(0)



Le méme phénomene de saturation que pour les sections commencantes se produit ici : on démontre
facilement que R est complet, i.e. que toute suite de Cauchy de nombres réels est convergente, et que
dong, si on recommence le méme travail, le corps obtenu, SC(R)/S(0), est isomorphe a R.

Les autres propriétés de R, notamment la propriété de la borne sup, sont plus difficiles a démontrer
par cette méthode.

5 Principales propriétés de R
Si on refuse de rentrer dans les détails, on peut tres bien commencer une lecon sur R en posant

Théoreme 7 : R est un corps totalement ordonné archimédien et possédant la propriété de la borne
supérieure.

Comme on l'a vu, cette propriété caractérise R a isomorphisme pres et prouve, pour des raisons
d’ordre algébrique (étant archimédien, R est forcément de caractéristique nulle) que R est une extension
de Q.

Nous allons en déduire les autres propriétés fondamentales de R.

5.1 Le théoréeme des suites monotones

Théoreme 8 : Toute suite croissante et majorée de nombres réels est convergente.

Démonstration : Soit A = {u, : n € N} 'ensemble des valeurs prises par la suite (u,,).
OnaVneNu, <M
ie.Vre Al <M
A est donc une partie non vide et majorée de R, donc A admet une borne supérieure, soit 1.
On va montrer que
lim u,, =

n—oo
Soit € > 0
Par définition de la borne sup, dox € A, —e < x <
ie. dng € NJl —e <y, <1
mais (u,) est croissante, donc Vn > ng, w, > U,
1 est un majorant de (u,), donc Vn € N, u,, <1

Moralité : Ve > 0,dng e NNn >ng =1 —¢ <u, <[, CQFD.

Parenthese : Nous allons maintenant donner une autre application immeédiate du théoreme de la borne
sup.

Soit f une fonction bornée sur [a, b].

Vo € [a,b],m < f(x) <M

Soit Z(f) 'ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui minorent f sur [a, b] .

Il est clair que Vo € Z(f),z < M(b— a)

Z(f) est donc une partie non vide et majorée de R.

On pose I(f) = SupZ(f)

De méme, S(f) = InfS(f), ou S(f) désigne I'ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui
majorent f sur [a, b].

Définition 11 : f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] ssi I(f) = S(f) et, dans ce cas, on pose

Y fla)de = I(f) = S(f)



5.2 Définition de la fonction «partie entiere» :

Soit x un nombre réel positif.

Comme R est archimédien, il existe un entier n tel que n x 1 > x,ie.n > x

Soit A={peN|p<zx}

A est non vide, car 0 € A, et majoré par n

donc A admet un plus grand élément, que I'on appellera la «partie entiere» du réel x.

Définition 12 : pour z € RY, E(x) = Maz{peN |p<z}

Remarque 6 : FE(z) est caractérisé par le fait que c’est l'unique entier n tel que n <z <mn+1

5.3 Développement décimal illimité d’un nombre réel positif

Soit x € R

On définit une suite (ag)ren de la fagon suivante :
ap = E(x)

pour tout k > 1,a;, = E(10Fz) — 10E(10F )

[ par exemple, si x = 7 = 3,141592...,

ag = 3

ap=31-10x3=1

ay =314 —10x 31 =4

a3 =3141 —-10x 314 =1

as = 31415 — 10 x 3141 =5 ete. |

Il est clair que ag € N et que Vk > 1, a4 € {0, 1,2, ...,9}
par ailleurs, si on pose

n

S, = Zak.lo_k, onaVneN, S, <z<S,+10™"
k=0

(Sn)nen est donc une suite croissante et majorée par x, donc convergente.

Soit ¢ = lim S,
n—oo

On a aussi

lim (S, +107") = a et donc, d’apres le théoréme des gendarmes, = = a,

n—oo
t.e. lim S, =x
n—oo

On dira que (ag)ren est le développement décimal illimité de x,et on écrira

o
T = E ak.l()_k,ou T = ag, 4103...0f...
k=0

Réciproquement, soit (ax)reny une suite d’entiers naturels telle que Vk > 1,a4 € {0,1,2,...,9}
La suite (S,,) définie par

n
S, = E a,. 107 est croissante et majorée, par exemple par ag + 1, donc convergente.
k=0



Moralité : Tout nombre réel possede un développement décimal, et tout développement décimal définit
un nombre réel.

Question : Y a-t-il bijectivité?

Réponse : «Presque».

En effet, tout développement décimal fournit un réel et un seul.

En revanche, les suites (215,2,8,0,...,0,...) et (215,2,7,9,9,...,9,...) conduisent au méme nombre
réel.

Par contre, si on applique a ce réel particulier la méthode vue au début du paragraphe, on obtiendra
comme développement décimal 215, 280...0...

On convient donc a partir de maintenant qu’il est interdit d’écrire des développements décimaux
avec «que des neuf a partir d'un certain rang», et cette précaution garantit l’existence et I'unicité du
développement décimal illimité.

5.4 Le théoreme des suites adjacentes

Théoreme 9 : Théoréme des suites adjacentes
Hypothéses : (u,,) et (v,) 2 suites réelles
(uy,) est croissante
(v,) est décroissante
vn € N, u, <wv,
et
lim (v, —u,) =0

n—oo

Conclusion : (u,) et (v,) sont convergentes de méme limite .

Démonstration : (u,) est croissante et majorée par vy, donc convergente de limite 1.
(v,) est décroisante et minorée par ug, donc convergente de limite 1.
mais
lim (v, — u,) =0

donc !’ —1=0
ie. I' =1, CQFD.

Exercice 2 : Ftudier la suite (u,) définie par :
Uy = 0
Vn € Nyu,, = 6 —uy,
Autre exemple d’application :

Théoréme 10 : Toute fonction monotone bornée sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] .

Démonstration dans le cas d’une fonction croissante :
On va découper [a, b] en 2" parties égales.



On pose

Ab—a b—a e
su(f) =D 5 flw) === D flw)
=0 =0
et .
b—a <
Sulf) = =5 D f(@)

(50(f)),en est un sous-ensemble de I'ensemble des intégrales des fonctions en escalier qui minorent f,
donc

Sup {s,(f):ne N} <I(f)

[ car on calcule le sup sur un ensemble plus petit |.

De méme, Inf {S,(f) :n €N} > S(f)

Si on démontre que Sup {s,(f)} = Inf {S.(f)}, on aura en particulier I(f) = S(f), et donc on aura
gagné.
mais on a visiblement s, 11(f) > s,(f)



en effet, si on note g, la fonction en escalier correspondant au découpage en 2" morceaux, on a, par
construction méme :
Vr € [Tog, Togsa[, gn(T) = f(221)
Va € [Tog, Tapr1[, g1 (z) = f(22)
Va € [Topr1, Topral, g1 (2) = f(22011)
Comme f est croissante sur [a,b], on a f(zopy1) > f(xar),
ce qui prouve que gn4+1 > gp sur [a,b],

donc f(f Gna1(x)dr > ff gn(z)dz
c’est-a-dire s,,41(f) > s,(f)

donc (s,,(f)),ey €st croissante.

De méme, (Sy,(f)), ey €st décroissante.

par ailleurs, Vn € N, s,,(f) < S,(f) [triviall.
Enfin, S, (f) = sa(f) = %52 [f(0) = f(a)

et donc
lim [S,,(f) = sa(f)] =0

n—oo

et par ailleurs

D’apres le théoreme des suites adjacentes, on a

lim s,(f) = lim S,(f) =1

n—oo n—oo

mais, comme (s,(f)) est croissante, Sup {s,(f)} =1
de méme, Inf{S,(f)} =1, CQFD.

Remarque 7 : ce qui serait plus intéressant : démontrer qu’une fonction continue sur [a,b] est intégrable
au sens de Riemann sur |a,b], suppose connues les notions de compacité et de continuité uniforme.

Remarque 8 : Le théoreme précédent montre l'importance en analyse des fonctions a variation bornée
(différence de 2 fonctions monotones).

5.5 Le théoreme des segments emboités

Théoreme 11 : Théoreme des segments emboités
Soit (I,,) une suite décroissante d’intervalles fermés
i.e. I, = [an, by, avec a, < b, etVn e N, I, C I,

n—oo

Si lim long I, = 0,alors ﬂ I, = {z}
n=0

Démonstration : — Unicité :

Soient z,y € ﬂ I,

n=0
Si x # y,posons |r —y| =€ >0
Comme lim long I,, =0, dng € N,long [,, < ¢

mais x,y € I,,,donc |z —y| < long I, < ¢
d’ou € < ¢, contradiction.

— BExistence :



On a (a,) croissante
(b,) décroissante
Vn € N,a, <b,
et
lim (b, — a,) = 0

n—oo

D’apres le théoreme des suites adjacentes,(a,) et (b,) sont convergentes de méme limite x.

donc Vn € N,a, <z <b,
ie. Vn € N,z € [ay, b,)

S ﬁ 1,,,CQFD.

n=0

5.6 Notion de suite extraite. Propriétés de compacité

Définition 13 : Soit (u,)nen une suite.

On appelle suite extraite, ou sous-suite de (Up)nen, une suite (Un, )ken, OU Mo, N1, ..., N, -

suite strictement croissante d’entiers.
Théoreme 12 : De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Définition 14 : Soit K une partie de R.
K est compact ssi de toute suite de K on peut extraire une sous-suite convergente.

Le théoreme ci-dessus prouve donc que tout intervalle réel fermé borné [a, b] est compact.

Démonstration du théoréme : Soit (u,)nen telle que Vn € Ny u,, € [a, b]
Soit S I'ensemble des valeurs prises par la suite (u,)

S = {UQ,Ul, }

1 cas : S ensemble fini
S = {i[’l, T2, ..y .]Tp}

, . : finité de fol
L’une au moins des valeurs x; est prise une infinité de fois

est une

[ C’est la «variante infinie» du principe des tiroirs : si on a une infinité de chemises a ranger dans un

nombre fini de tiroirs, il y a au moins un tiroir qui contiendra une infinité de chemises ].
Soit ng = Min{n € N|u, = x;}
ny = Min{n € N—{ng} |u, = z;}
ngr1 = Min{n € N—{ng,nqy, ..., ni} |u, = x; }
La suite (uy, ) est constante égale a x;, donc convergente.

2¢me cas : S ensemble infini

On va raisonner par dichotomie :
Parmi les intervalles [a, “T*b
On va construire par récurrence une suite (/) d’intervalles fermés bornés.
Iy = [a,b]

Supposons [, construit,l,, = [a,, b,]

— Si [an, “"TH’”} contient une infinité d’éléments de S, on pose 1,11 = [an,
— Sinon, on pose I, 41 = [%,bn}

Ona:VneN I, Cl,

et long I,41 = 3 long I,

=

} et [“T“’, b}, I’'un au moins contient une infinité d’éléments de S.



donc
lim long I, =0

n—oo

D’apres le théoreme des segments emboités,

mIn:{m}

On va maintenant construire la suite (uy,, ).
On pose ng =0

ny = Min{n € N*|u, € I }

ne = Min{n € N* — {n;} |u, € I}

N1 = Min{n € N* —{nq, ...,ni} |u, € I41}
Onabien ng <ny <ng < ... < ng < ...

et Vk € N u,, € I}

Montrons que

lim w,, ==
k—oo

Soit € > 0

dp € NJlong I, < ¢

pour k > p,on a
Up, € 1,

—z < <
rel, = |u,, — x| <long I} <long I, < ¢

Moralité : Ve >0,Ip e Nk >p=|u, —z| <¢
ie.
klim Uy, =z, CQFD.

5.7 Complétude de I’ensemble des nombres réels

Théoreme 13 : R est complet
i.e. toute suite de Cauchy de R est convergente.

Démonstration : Soit (u,) une suite de Cauchy
On sait que (u,) est bornée
donc (uy,) C [a, f],on peut en extraire une suite convergente u,, — I
On va montrer qu’en fait

Soit € > 0
* up, — l,donc Jkg € NJk > ko = |uy,, — 1| <

|
>
** (u,) étant de Cauchy,3qp € N, T]L)_Z%O } = [Untp — Un| < 5

Posons Ny = Maz (ng,, qo)



et soit n > Ny

Appelons ny le plus petit entier de la suite extraite qui soit > Ny (¢a existe par définition d’une suite
extraite).

On a alors : |u, — | = |(un — Up,) + (tn, — )| < |ty — U, | + |tp, —

Or, |ty — up, | < §5 car n > qo et ng > qo

et |up, — I < § car ng > nyg,

d’ou |u, — 1| < e, CQFD.

Exemple 1 : reprenons la suite (u,) vue précédemment :
u, = le plus grand rationnel comportant n chiffres aprés la virgule tel que u? < 2
(un) est de Cauchy donc convergente vers |
par ailleurs il est clair que
Vn € Nyu2 <2 < (u, +107")?
par passage a la limite,1*> < 2 < [?
dot 1? =2
On pose | = V2

On construit par cette méthode les fonctions V) > ete.

Nous allons terminer ce paragraphe par une application tres importante du fait que R est complet.

5.8 Des théoremes de point fixe

Théoreme 14 : Théoréme du point fixe
Soit f: R — R une application «strictement contractantey,
i.e. telle que 3k € 10,1[,V(z,y) € R?, |f(z) — f(y)| < k |z — y|
alors Az € R, f(x) = x

Démonstration : — Unicité :
Supposons 'existence de 2 points fixes z et 2/
|f(x) = ()] <k |w— 2|
|z — 2| < k|x— 2|
Si |x — 2’| # 0, alors 1 < k, contradiction car k < 1, donc z = ’

— Existence :
On construit une suite (x,,) :
o € R fixé
{ Tp41 = f(xn)
Soit p € N|
|Tpi1 — 2| = | fzp) = f@p-1)| < K2y — 3p1]
En itérant le procédé, on arrive a |z,41 — x| < kP |21 — 0

Montrons que (z,) est de Cauchy :

Soit € > 0

|Tp+q = Tp| = [(Tprq = Tprg—1) + (Tprg-1 = Tprg—2) + o + (Tpr1 — )]
< Tt = Tprg—1]  [Tprg—1 — Tpag—2| + o+ [Tps1 — 2

< kPt my — mo| + kPTI2 y — 20| + o+ KP |21 — 0]

<KPlry— x| (L +k+ K>+ ..+ kT

< 5 |21 — 2o



Or,
lim k? = 0 car k € ]0, 1]

p—0o

donc
! kP =0
im 1 — To| =
P T 1T

i.e. dpo € Nyp > po = % |v1 — 0| < €

P 2 Do

donc Jpy € N, 7> 0 = |Tprg —xp| < €

La suite (z,,) est de Cauchy, donc convergente vers x

Ty — T

f(zn) — f(x) [car f continue]

Tpy1 — f(l‘)

mais Tpi1 — T

D’apres le théoreme d’unicité de la limite, on a donc f(z) = x,CQFD.

Remarque 9 fondamentale : Il apparait dans la démonstration que le point crucial est le fait que
toute suite de Cauchy soit convergente. Le théoréme 14 est donc encore vrai si on remplace R par une
partie complete de R.

Or, on peut voir dans tout cours de topologie générale que les fermés de R sont complets.

On peut donc appliquer le théoreme du point fixe a une fonction strictement contractante f : I — I,
ot I intervalle fermé ([a,b] ou |a,+00| ou |—00,a]).

Applications du théoreme 14 : On trouve de nombreuses applications du théoreme du point fixe
en analyse, notamment dans le cours sur les équations différentielles.

Le théoreme du point fixe admet également de nombreuses variantes.

Citons-en une tres classique, assez utile elle aussi en analyse.

Théoreme 15 : Soit f : I — I, ou I intervalle fermé de R
Sidn € Na Jk € ]07 17 [,V(I,y) € 127 |fn(x) o fn(y>’ <k ‘I o y‘;
alors Az eI, f(x) ==z

sachant, bien entendu, que la notation f™ désigne I'itérée n**™¢ de f : f* = fofo...of (n fois
g

Démonstration : Le théoréme 14 fournit un unique x € I tel que f™(x) = z, ce qui garantit 'unicité.
On va maintenant montrer qu’en fait f(z) = x
[f(f () = [ (@) < k| f(z) — 2]
[f(f () = [ (@) < k|f(z) — 2]
|f(2) — x| <K [f(z) - x|
Si f(x) # xalors 1 <k

Contradiction car k < 1.

6 Parties remarquables de R

6.1 Parties dénombrables de R

Définition 15 : F ensemble
E est dénombrable ssi il existe une bijection u : N —FE



Remarque 10 : On a alors E = {ug, uy, Ug, ..., Up, ... }
Il est donc possible de «listers les éléments de E : le 0°™¢, le 17, le 2°™¢ etc.
Cette remarque explique la terminologie anglo-saxonne : «enumerable» pour «dénombrabley.

Exemple 2 : N [ui-méme (évidemment bien sir)
Exemple 3 : [’ensemble des nombres pairs
Exemple 4 : [’ensemble des nombres premiers

Exemple 5 : [’ensemble des carrés parfaits
ete.

MAIS AUSSI :

Théoréme 16 : 7Z est dénombrable

Démonstration : Z={0,1,—1,2,-2,3,-3,4,...}

Théoreme 17 : Q est dénombrable

Démonstration : Compte tenu de la méthode entr’apercue dans la démonstration du théoreme 16,il
suffit de savoir démontrer que Q7 est dénombrable.

Ecrivons la liste de tous les éléments de Q7, et barrons les «double emplois».

11 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1 7/1 8/1
1/2 2/2 3/2 4/2 5/2 6/2 7/2 8/2
1/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3 7/3 8/3
1/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 7/4 8/4
1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 6/5 7/5 8/5
1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 7/6 8/6
17 2/7 3/7 4)7 5/7 6/7 7)7 8/7
1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 8/3

Réécrivons cette liste,qui ne comporte plus maintenant que des fractions irréductibles
(chaque élément de Q% est écrit une fois et une seule) :

/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1 7/1 8/1

1/2 2/3 3/2 4/3 5/2 6/5 T7/2 8/3

1/3 2/5 3/4 4/5 5/3 6/7 7/3 8/5

1/4 2/7 3/5 4/7 5/4 6/11 7/4 8)7

1/5 2/9 3/7 4/9 5/6 6/13 7/5 8/9

1/6 2/11 3/8 4/11 5/7 6/17 7/6 8/11

1/7 2/13 3/10 4/13 5/8 6/19 7/8 8/13

1/8 2/15 3/11 4/15 5/9 6/23 7/9 8/15

Ecrivons Q% = {1,1,2,4 23 123 41234 5 1

On a bien réussi a «indexer» les éléments de Q% par les entiers.

Exercice 3 : 1) La réunion de 2 ensembles dénombrables est dénombrable
2) La réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.
3) Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Théoreme 18 : R n’est pas dénombrable.



Démonstration : On va montrer en fait que [0, 1] n’est pas dénombrable.
Raisonnons par ’absurde.
Supposons qu’il existe une bijection u : N* — [0, 1]
On aura alors [0, 1] = {uy, ug, ..., up, ...}
Soit y = 0, aqas...a,...
ot a; € {0,...,9} — {1°° décimale de u, }
as € {0,...,9} — {2¢™° décimale de us}

On a clairement y € [0, 1]
et Vn € N*,y # u,
ce qui prouve que y n’est pas dans la liste, contradiction.

Complément :

Définition 16 : Un nombre réel est dit algébrique ssi il est racine d’une équation polynomiale a coeffi-
cients dans Q.

Par exemple,ﬂ, V7 , V2 + /3 sont algébriques
Définition 17 : Un nombre réel est dit transcendant ssi il n’est pas algébrique.

Par exemple, e est transcendant (Hermite,1873)

7 est transcendant (Lindemann,1882),

mais cela n’est pas facile a démontrer.

[ voir par exemple Stewart : «Galois Theory» ou Gozard : «Théorie de Galoisy |.

Attention : En dehors de ces deux exceptions qui confirment la regle, la plupart des démonstrations
qui trainent dans la littérature sont fausses.

Il est assez facile de voir (exercice) que ’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.
Comme R lui-méme ne 'est pas, ¢’est donc qu’il existe quelque part des nombres transcendants.
Remarque 11 historique : C’est ainsi que Georg Cantor parvint a démontrer, en 1874, l'existence de

nombres transcendants, sans avoir besoin d’en exhiber un seul.

En fait,on peut démontrer qu’en un certain sens, il y a autant de nombres transcendants que de
nombres réels.

6.2 Parties denses dans R

Définition 18 : A est dense dans R ssi
Ve e R, Ve >0,AN]z —e,z+e[#0

[Tl y a au moins un élément de A aussi pres que 'on veut de tout nombre réel |.

Proposition 2 : A est dense dans R ssi, pour tout x € R, il existe une suite (x,,) d’éléments de A qui
converge vers .



Démonstration : a peu pres triviale.

Théoreme 19 : Q est dense dans R

Démonstration : Soit z € R
T =M, a103...0y...
pOSONS T, = M, a1as...Gy,
Il est clair que z,, € Q et que
lim z, ==z
n—oo
Remarque 12 : De méme, R — Q est dense dans R.
Dans tout intervalle non vide, il y a une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels.

Exercice 4 : Soit f : R — R continue

On suppose que ¥(z,y) € R?, f(z +y) = f(z) + f(y)
Montrer que f est linéaire
i.e. dJa € R,V € R, f(z) = ax

Exercice 5 (Curiosité) : Soit f :[0,1] — R ainsi définie :
Sizx € R-Q, f(z) =0
SizeQx= g irréductible, f(x) = 5
FEtudier la continuité de f sur [0,1].

Exercice 6 : Montrer que tout sous-groupe de (R, +) est soit discret,soit dense.



